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 ال 

 

 

 ( dx)المكامل  : الحالة الأولى 

                                                                                           dx هو عرض المستطيل() الشريحة

)هو  (المستطيل  ارتفاع) ) ( )f x g x− محور السينات  عمودي علىx 

 y محور الصادات وتوازي 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2y   وجد المساحة المحصورة بين الدالتينأ x= +     ،
  

2y x= 

 

 

 

  

ن  :  الأول///  الدرس    تطبيقات التكامل: السادسة الوحدة  ن منحنيي   المساحة بي 

 

 

  ينيالمساحة بين منحن : أول

 خطوات إيجاد المساحة

  ) dy  مأ  dxارسم الشريحة وحدد المكامل )              ارسم  الدوال              ظلل المنطقة المطلوبة

 أوجد حدود التكامل  )نقاط التقاطع (             كامل           عوض الحدود لإيجاد المساحة        

ن  ن منحنيي   المساحة بي 

 

 ولوية له ال 

)  كل من  ذا كانتإ )f x   و( )g x  دوال متصلة على الفترة ,a b  حيث( ) ( )f x g x فإن

       المساحة المحصورة بين المنحنين تعطى بالتكامل

 

 ( ) ( )

b

a

f x g x dx−                                            
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3y  لدالتينوجد المساحة المحصورة بين اأ (1) x= −  ، 
2 9y x= − 

 

 

 

 

 

 

siny     وجد المساحة المحصورة بين الدالتينأ( 2) x= ،   
3 4y x x= − 

 

 

 

  

 

 

  

وجد المساحة المحصورة بين الدالتين أ( 3)
2cosy x= ،   1y = 
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  وجد المساحة المحصورة بين الدالتينأ( 1)
2

( )
1

f x
x

=
+

 ، 2

2
( )

1

x
g x

x
=

+
0x والمستقيم      =        

1x نقطة التقاطع  حيث = 

 

 

 

 

2التين وجد المساحة المحصورة بين الدأ( 2)

6
( )

1
f x

x
=

+
)و   ) 3g x =                                                    

 ملاحظة )استفد من التماثل (

 

 

 

                                       

رة بين المنحنيين وجد مساحة المنطقة المحصوأ (3)
2

4 xy xe−=  وy x=  ة التقاطع حيث نقطln 4 
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 تجزئة المساحة

 xوجد المساحة المحصورة بين الدالتين ومحور أ( 1)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 في الشكل المجاوروجد المساحة المحصورة أ( 2)

 

 

 

 

 

 

 

يحة  ء جز ملاحظة :   المساحة عندما يتغي  ارتفاع الشر

 )عندما تتغي  احدى الدوال( 
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 في الشكل المساحة المحصورة   اوجد( 1)

 

 

 

 

 

 

الدالة بين المساحة المحصورة  اوجد ( 2)
2( ) 3f x x x= ,0   والمستقيمين xومحور    − 4x x= = 

 

 

 

 

  

  في الشكل المجاورالمساحة المحصورة  اوجد( 3)
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   في الشكل المجاور المحصورةد المساحة وجأ (1)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   في الشكل المجاوروجد المساحة المحصورة أ( 2)
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 (dyالمكامل ) : الحالة الثانية 

                                                                                           dyهو  الشريحة ) عرض المستطيل( 

))ارتفاع  المستطيل( هو  ) ( )f y g y− الصاداتمحور  على وديعم y 

 x السيناتمحور  وتوازي 

 

 

                              ( ) ( )
d

c
f y g y dy− 

 

 

 

 

  الدوالصورة بين لمحوجد المساحة اأ 
2 , 2 , 0y x y x y= = − = 

 dx ولًا : المكاملأ

 

 

 

 

 

 dyثانياً : المكامل 

 

  

  dyحالات استخدام المكامل  

ي  ( 2)          تجزئة تحتاج إلى  dxيفضل إذا كانت المساحة مع  ( 1)
ن
                 dyإجباري إذا كانت الخيارات كلها ف

ن نفس العلاقة         y                  (4 )   يفضل اذا كانت الدوال )العلاقات( بدلالة( 3)            يفضل إذا كان الارتفاع بي 

 

 

 y بدلالة العلاقات ن تكون أيجب 

 y محور  وحدود التكامل من 
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,0 الدوال المساحة المحصورة بين  عبر عن( 1) 2, , 6 ,y y y x y x= = = =   دمنفربتكامل   −

 

 

 

 

 

 منفردالعلاقتين بتكامل  ة بينالمساحة المحصور عبر عن (2)

 

 

 

 

 

 

   داخل الدائرة التي معادلتهاالمساحة المحصورة  عبر عن (3)
2 2 2x y y+  بتكامل منفرد   =
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 لى الشكل المجاور للتعبير عن المساحات التالية  اعتمد ع 

 به في كل مما يليي يناسمل الذبدلالة التكا

 dyبدلالة و dxكتب التكامل بدلالة ا :ملاحظة

 

 

                

 

 

 

 

2(2) A 

 

 

 

1(3) A 

 

 

 

2 3(4) A A+ 

 

 

 

 1 2(5) A A+ 

 

 

3(1) A

 dx  بدلالة  dy   بدلالة 
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 التكاملات التالية   كل من المجاور للتعبير عنشكل اعتمد على ال

3بدلالة   2 1, ,A A A في كل مما يلي: 

 خر المكامل  الآ ثم اكتب التكامل  بدلالة  

 

 

 

2

2

0

(1) (2 )x x dx− 

 

 

 

2

2

0

(2) (4 )x dx− 

  

 

4

0

(3) (2 )y dy− 

  

 

4

0

(4) ( )
2

y
y dy− 
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 ىطقة المحصورة بين المنحننساحة المموجد أ( 1)
2y x=  2و المستقيمy x= − 

 

 

 

 

 

  وجد مساحة المنطقة المحصورة بين المنحنيين أ (2)
2 1y x= و  −

27y x= −   

 

 

 

 

 

 

 

  وجد مساحة المنطقة المحصورة بين المنحنيين أ (3)
2 1y x= و  −

21

2
y x=   

 

 

 

 

 

 

 ولًاأالرسم ...
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  وجد مساحة المنطقة المحصورة بين المنحنيين أ (1)
2y x=  و

2x y=   

 

 

 

 

 

 

 

3  الدوال ينوجد مساحة المنطقة المحصورة بأ (2) 2y x= و  +
3y x=   

 

 

 

 

 

 

 

   المنحنىوجد مساحة المنطقة المحصورة بين أ( 3)
3

y
x

2yالمستقيمين  و = x= − ،1x =   
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احة المنطقة المحصورة بين المنحنيين سم وجدأ (1)
2y x=  و

xy e−=    على الفترة 1,0−   

 

 

 

 

وجد مساحة المنطقة المحصورة بين المنحنيين   أ( 2)
2y x=   و

22y x= على   − 0,2   

 

 

 

 

 

 

sinyوجد مساحة المنطقة المحصورة بين المنحنيين أ (3) x=  وcosy x=   على الفترة  0,   
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cosy  المنحنيين ينوجد مساحة المنطقة المحصورة بأ (1) x=  و
2 1y x= 0حيث   + 1x  

 

 

 

 

   وجد مساحة المنطقة المحصورة بين المنحنيينأ (2)
xy e=  4و xy e−=   0وx =  

 

 

 

 

 

 

 

 

2 الدوالوجد مساحة المنطقة المحصورة بين أ (3)

2

1
y

x
=

+
yو   x=   1,1حيث نقاط التقاطع هما− 
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4y المستقيماتساحة المحصورة بين الم يعبر عن منفرداكتب تكامل  (1)  x= yو  − x=   0وy =  

 

 

 

 

yالدوالساحة المحصورة بين الم يعبر عن منفرداكتب تكامل  (2) x=،6y x= − ،2y 0yو  = = 

 

 

 

 

y الدوالساحة المحصورة بين الم يعبر عن فردمناكتب تكامل  (3) x=  وy x= 2yو   − =  

 

 

 

 

 

ساحة المحصورة بين الم يعبر عن منفرداكتب تكامل  (4)
20, 0, 3 , 2x x y x y x = = − =  
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 الدوالالمحصورة بين حة ساالم يعبر عن منفرداكتب تكامل  (1) 
2x y=  ، 4x                               وجد المساحةأثم    =

 

 

 

 

 

 

3x   المستقيموجد مساحة المنطقة المحصورة بين أ (2) y=   حنى المن و
2 2x y= +   

 

 

 

 

 

  

 

lny المنحنىوجد مساحة المنطقة المحصورة بين أ (3) x=  0 المحور وy x والمستقيم  و   = e=  
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 فتكون المساحة  لسفلخطوة الثانية  وتجاهل الدالة الأعلى والأملاحظة: يمكن تجاوز ا

2

1

( ) ( )

x

x

A f x g x dx= − 

)  متصلتين دالتينبين  يجاد المساحةإيمكن  )f x   و( )g x  خطوة الرسمبدون 

)  نجد نقاط التقاطع بين المنحنين وذلك بجعل (1)  ) ( )f x g x= 

 

 

 

 

 

 تحديد الدالة الأعلى (2)

 

 

 

 المساحة (3)

 

 
2

1

x

x

A dx= −,                            
32

1 2

xx

x x

A dx dx= +  

                       2 عقاطلتعدد نقاط ا

1ولتكن  2,x x 

 لا يوجد تجزئة مساحة

 3 ععدد نقاط التقاط

1ولتكن  2 3, ,x x x             

 يوجد تجزئة مساحة

   

1نختار عدد بين    2,x x 

صورته في كل دالة .. فالدالة  ونجد

 على تقابل القيمة الأكبرالأ

1نختار عدد بين    2,x x 

على تقابل صورته في كل دالة .. فالدالة الأ ونجد

 القيمة الأكبر

2ونختار عدد بين  3,x x السابقة ونكرر العملية 

 

 الدالة الأسفل الدالة الأعلى

حة ل  اتهذه خطو    افضل هو  الرسمان   ...   مع العلميجاد المساحة بدون رسممقير

 الرسم
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2yين   وجد مساحة المنطقة المحصورة بين المنحنيأ( 1) x= و   +
2y x=   

 

 

 

 

 

 

    ىنتحت المنحطقة المحصورة وجد مساحة المنأ( 2)
24y x=  xوفوق محور   −

 

 

 

 

 

 

y   المستقيموجد مساحة المنطقة المحصورة بين أ( 3) x=   والمنحنى  و
3y x=   
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لة  ة بين الداحة المحصورإذا كانت المسا (1) 
2y x= والمستقيم  y mx=   هي

4

3
 وحدة مساحة،  

0  حيث  mفأوجد قيمة الثابت     m 

 

 

 

 

 

 

 

 

ورة بين الدالة  ا كانت المساحة المحصإذ (2)
2y x= والمستقيم  

2y a=   وحدة مساحة،  36هي 

0  حيث  aوجد قيمة الثابت  اف   a                         
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حيث   2Aتساوي المساحة  1Aانت  المساحة ا كاذ ور الشكل المجا في  
2y x x= yو  − kx=                                                                                                                    

   1Aقيمة   )أ( اوجد

 

 

 

 

 k قيمة  )ب( اوجد
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هو  ما ذا كان معدل تغير عدد المواليد في مدينةإ
0.04( ) 2 tB t e=  الوفيات عدد ومعدل  شخص مليون                                       

هوفي نفس المدينة 
0.02( ) 3 tD t e=    حيث شخص مليون   t   بالسنوات   

لزمنية ا  الفترة المدينة في يتناقص عدد سكان ومتى  متى يتزايد ووجد أ  ( أ) 0,30  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

) تكامل وجد أ  (ب) )P t  الفترة  على 0,30  ملهذا التكا  يعني وفسر ماذا 

 

 

 

 

  

 

صافي التغير  التكامل يمثل

في عدد (  او النقصان)الزيادة 

 سنة 30خلال السكان 

30

0
( )P P t dt =  

)P  عدد السكان )t 

معدل التغيرفي عدد السكان 

( ) ( ) ( )P t B t D t = − 

 

عمر الخطيب محمـد                                                        عمر الخطيب  محمـد                                               عمر الخطيب        محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـد                                            عمر الخطيب              محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـد                                      عمر الخطيب                 محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـد                عمر الخطيب                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 



 Khateebacademy.com/ / 3202/4202لمادة الرياضيات للصف الثاني عشر متقدم // إعداد محمد عمر الخطيب // اوراق عمل الوحدة السادسة //  22 

 

)تمثل الدلة   (1) ) 10Av t t=  سرعة السيارة A                                                                                             

)تمثل الدلة  و ) 40Bv t t=  سرعة السيارة B  الثانيةلكل بالمتر   

   ثواني 4 ول أخلال المسافة التي تقطعها كل سيارة وجد أ(   أ)

   ثواني 4ول أسرع خلال أي السيارتين أو

 

 

 

 

 

   ثواني 4  ولأخلال  ارتينسيا المالتي قطعته فتيناكتب التكامل الذي يمثل الفرق بين المسا(  ب)

 

 

 

   على خط مستقيملجسم يتحرك  المتجهة السرعةالزمن  ويمثل الشكل المجاور العلاقة بين  (2)

   ثواني 3 أول خلال المسافة التي يقطعها الجسم  وجد أ )أ(   

 

 

 

   ثواني 6 أول خلال   ميقطعها الجس تيالمسافة الوجد أ  (  ب)

 

 

   ثواني 6 أول خلال التي يقطعها الجسم   زاحةالإوجد أ   (   ج)

 

 المسافة تساوي المساحة

 زاحة تساوي التكاملالإ

 

 

( ) 10Av t t= 

( ) 40Bv t t= 
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 ]بانه الطاقة )الشغل ( ل القوةتكام يعرف [الطاقة المفقودة  

سنتيميتر  xسافة  م التنس  والكرة يتغير شكل الكرة ،بحيث  تنكمشب ين مضرعند حدوث تصادم ب

) هي ،اذا كانت القوة التي بذلت على الكرة ،مما يسبب حركة للكرة اولا ،ثم تتمدد )f x               

)ة اثناء الانكماش تسمى فان القو )cf x التمدد تسمىوعند ( )ef x  ويتم نقل الطاقة الى الكرة اثناء

                                           الانكماش وتحركها بعيداً اثناء التمدد وتخسر جزء من طاقتها تسمى الطاقة المفقودة وتساوي 

                            .                    
0

( ) ( )

m

c ef x f x dx−                                                                                                                                                                 

                                                                                                         ـوتعرف نسبة الطاقة المفقودة للكرة اثناء الاصتدام ب

                       .

 

 

 

 

0 0

0 0

( ) ( ) ( )

100% 1 100%

( ) ( )

m m

c e e

m m

c c

f x f x dx f x dx

f x dx f x dx

−

 = − 
 

 

 

  نس بالمضربدام كرة التطيمثل الجدول التالي بعض البيانات اثناء اص 

 

 

 

 

 استخدام طريقة سمبسوناوجد نسبة الطاقة المفقودة ب

 0 1 2 3( ) ( ) 4 ( ) 2 ( ) 4 ( ) ( )
3

n c n

b a
S f x f x f x f x f x f x

n

−
= + + + + + 

 4

1 0
( ) (0) 4 (1) 2 (0.5 4 (0.75) (1) 265

3(4)
c c c c c cS f x f f f f f

−
= + + + + = 

 4

1 0
( ) (0) 4 (1) 2 (0.5) 4 (0.75) (1) 225

3(4)
e e e e e eS f x f f f f f

−
= + + + + = 

 نسبة الطاقة المفقودة تساوي
225

(1 ) 100% 15%
265

−        %85     نسبة الطاقة المحتفظ بها  تساوي و   =

1 0.75 0.50 0.25 0 x cm 

700 400 220 110 0 ( )cf x N 

700 300 200 100 0 ( )ef x N 

 

4n = 

يعتمد في امتحان الوزارة لانه  هذا السؤال غير مهم 

 الفصل الثاني ذوفة فيكانت محعلى معلومات 

 

 مسافة الانكماش  mحيث  
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ي       تطبيقات التكامل:  السادسةالوحدة 
ائح وحلقات( الحجم :///  الدرس الثانن  ) شر

 

 

   ينيالمساحة بين منحن : أول

 ن الحجم المقطعي هو نفسه حجم دوراني ........ فإ عندما يكون المقطع العرضي هو دائرة ملاحظة:
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 الحالة الأولى : مساحة المقطع معلوم 

 

 

 

 

 

)العرضي   أوجد حجم المجسم الذي مقطعه( 1) ) 4A x x=   0حيث 1x  

 

  

 

العرضي   هوجد حجم المجسم الذي مقطعأ( 2)
0.01( ) 10 xA x e=   0حيث 10x  

 

 

 

 

 همربع مساحت يضالعر هوجد حجم الهرم  الذي مقطعأ( 3)
24

( ) (10 )
25

A x x=  متر  10ه وارتفاع −

 

 

 

)هي   لمجسم  أذا كانت مساحة المقطع العرضي  )A x  

aحيث   x b   تعطى بالتكامل المجسم فان حجم 

                                  
( )

b

a

v A x dx=  

 :  الحجوم ب
ً
ائح( أستخدام المقاطع العرضية )التقطيع ااولا  و الشر
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ن محدد معلوم و   المقطعلكن (  ةمعلومغي    مساحة المقطعالحالة الثانية :   )بدالتي 

 

 لدالتين  بادة والمنطقة المحد هقاعدت لذي وجد حجم المجسم اأ 

2y x=   و
22y x= −  ،1 1x−   

 :في الحالات التالية

 xمتعامدة على محور  دائرية)أ( المقاطع عرضية 

 

 

 

 

 

 

 

 xلى محور متعامدة ع ةبعمر( المقاطع عرضية ب)
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بالدالتين  المنطقة المحدودة  هقاعدت وجد حجم المجسم الذي أ
2y x=   و

22y x= −  ،1 1x−   

 :في الحالات التالية

 xى محور متعامدة عل نصف دائرة( المقاطع عرضية أ)

 

 

 

 

 

 xى محور متعامدة عل علاضمثلثة متساوية الأ( المقاطع عرضية ب)

 

 

 

 

 

 xمتعامدة على محور  مربعات اقطارها( المقاطع عرضية ج)
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           بالدالتين                                                     لمحدودة طقة االمن هقاعدت وجد حجم المجسم الذي أ (1)

2 siny x=     ،0y =  ، 0 x                                                                                                  

 xضلاع متعامدة على محور الأ متساويةمثلثات هي  عرضية الالمقاطع و

 

 

 

 

بالدالتين                                                المنطقة المحدودة ه قاعدت وجد حجم المجسم الذي ا( 2) 

21y x= − 21y،  و   − x= −  ، 1 1x−                                                                          

 xضلاع متعامدة على محور الأ مثلثات متساويةهي  عرضية الالمقاطع و

 

 

 

 

تين  لمحدودة بالدالالمنطقة ا هقاعدت وجد حجم المجسم الذي أ( 3)
2 xy e−= ،0y = ،  0 ln5x  

 xمتعامدة على محور  مربعاتهي عرضية الالمقاطع و
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                                        قاعدته المنطقة المحدودة بالدالتين         اوجد حجم المجسم الذي ( 1)

secy x=   0،  وy =   ،0 / 4x                                                                          

 xعلى محور  متعامدة بين الدالتين وطولها ضعف عرضها عرضهامستطيلات هي  عرضية الالمقاطع و

 

 

 

 

 

1yالمنطقة المحدودة بالدالتين   هقاعدت ي وجد حجم المجسم الذأ( 2) x= 1yو   + x= − +               

 xعلى محور  ةمتعامد بعاترمهي عرضية ال والمقاطع xومحور 

 

 

 

 

 

 

 

 

1yقة المحدودة بالدالتين  نطالم هقاعدت ي ذلاوجد حجم المجسم أ( 3) x= 1y و   + x= − +                             

 yعلى محور متعامدة  مربعاتهي  ضيةعرالالمقاطع و xومحور 

 

 

 

 

 

 

 

 يفضل استخدام التماثل

 

لا يفضل استخدام التماثل لان 

 يصبح مستطيل الايمن الجزء
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4قطرها  عرضية دائرية نصف  هناء فخاري مقاطعإ( 1) sin
2

x
+   ،0 2x    ناءالإوجد حجم أ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

طار محدود بالمعادلتين  إعلى شكل  انتفك ،هدتها من مكان مرتفعابركة للسباحة تم مشوجد حجم ا( 2)

( 5)y x=  0حيث   + 2x    4  وعمقها معطى بالدالةx + 
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 غي  معلوم  المقطعو    ةمعلومغي    مساحة المقطع:  الثالثةالحالة 

 

 

                                                3وارتفاعها  2طرها نصف ق اسطوانةالشكل المجاور يمثل  (1) 

 ثم جد قيمة الحجمحجمها  الذي يمثل اكتب التكامل 

 

 

 

 

 ،الشكل المجاور يمثل خيمة على شكل منشور (2) 

 لحجمقيمة اثم جد حجمها اكتب التكامل الذي يمثل  

 

 

 

 

 

 ،على شكل منشور  بيتالشكل المجاور يمثل  (3)

 قيمة الحجمثم جد حجمه  اكتب التكامل الذي يمثل 

 

 

 

 

 

 

) ن تكون المقاطعأيجب  ملاحظة مهمة : )A x ن تكون متطابقة ولكن ليس شرط( أة )وممكن همتشاب               

 واحد )ويكون هو المكامل( هتجافي ا

 

 وهو دائرة ... مساحة المقطع ثابت

 

 وهو مثلث ...مساحة المقطع ثابت

 

 ثابت وهو شبه منحرف..مساحة المقطع 

 

 50 in 80 in 

40 in 
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 متر 100وارتفاعه  متر180قاعدته  وطول ضلعل، الشكمربعة ه  قاعدت الذي أوجد حجم الهرم 

 باستخدام التكامل 

 

 

 

 

 (y  ر و )متعامدة على محطع عرضية وهي مربعات مقا ملاحظة: يتشكل الهرم من تجميع

ي اتجاة المحور  
ن
  dy  ن يكون المكاملأ لذلك يجب yف

 y بدلالة ي ارتفاعارب  ع عند لمونجد مساحة ا yومساحة المقطع بدلالة   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 وهو ثلث مساحة القاعدة ضرب الارتفاع     :م قانون حجم الهرم ذا كان السؤال اختيار من متعدد نستخد إ: ةملاحظ 

(90,0) 

(0,100) 

y 

x 

يمكن استخدام القانون  
2

0

( )

H
L

V L x dx
H

= − 100 حيثH 180Lو  ارتفاع الهرم =  طول قاعدة الهرم =
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من  هوقاعدت، متر40 السفليةوطول ضلع قاعدته  ه مربعة الشكل،قاعدت الذي الناقص  حجم الهرموجد أ

 متر 30وارتفاعه   متر 10مربعة الشكل وطول ضلعها على الأ

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
(20,0) 

(5,30) 

x
 

y 
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 يعطى بالعلاقة  h الماء هوارتفاع  10mن حجم الماء في الخزان الكروي الذي نصف قطره  أ ثبتأ (1) 

2 31
( ) 10

3
v h h h = −      

                                                     

 

 

 

         

 

 

 

 

 

الذي  القائم كما في الشكل المجاور  الخزان الاسطوانييمثل حجم الماء في  الذي التكاملاكتب  (2) 

   h الماء وارتفاع  25mوارتفاعها   10m انصف قطره

 

 

 

 

 

2 22r Rx x= − 

 من فيثاغورس

   xو   rنجد العلاقة بين

2 2

2 2

2 2

(10 ) 100

100 2 100

20

r x

r x x

r x x

+ − =

+ − + =

= −

 

 

 

 R هذه العلاقة صحيحة في الدائرة التي نصف قطرها

2 22r Rx x= − 

 يفضل حفظها

20 

25 

 

عمق الماء في اي 

 xلحظه هو
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 لدورانيةالحجوم ا

 

حد المحاور  أصورة بدالة مع المح Rنطقة المناتج عن دوران مساحة  حجم المجسم ملاحظة: عندما يكون 

 .  الحلقاتنستخدم ننا فإ مع محور الدوران توليسساحة محصورة نت المذا كاإما أ قراصالأننا نستخدم إف

 الاقراص 

 ( dx)المكامل ن سمك القرص الدائري سيكون حول محور السينات فإذا كان الدوران إ (1)ملاحظة 

 ( dy)مل المكان سمك القرص الدائري سيكون إف الصاداتذا كان الدوران حول محور إ( 2)              

    (  xت )  : الدوران حول محور السيناالحالة الأولى

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)  المحصورة بالمنحنىRسم الناتج عن دوران المنطقة ن حجم المجإ   ) 0f x  ومحور السينات

x,والمستقمين   a x b= )   حول محور السينات = )x  يعطى بالتكامل 

2

2( ( ))

b

a

b

a

b

a

v A dx

r dx

f x dx





= =

=

=







 

 

 

 الدائري  مساحة القرص

 
22 2 ( )A r y f x  = = = 

 dx  سمك القرص الدائري 

 

 

 

 

 )الحلقات(قراص الأ

 الأصداف

 على محور الدوران عمودية الشريحة

 محور الدوران توازي  الشريحة

 

 محور الدورانعلى  ةعمودي الشريحة

 
 

 
 
 صداف قراص )الحلقات( والأ :  الحجوم الدورانية : الأ ثانيا

 الدرس الثاني 

 الثالث الدرس 
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 الحلقات )المجسمات المجوفة(

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)  المحصورة بالمنحنيين Rسم الناتج عن دوران المنطقةن حجم المجإ ), ( )f x g xحيث  ( ) ( )f x g x 
x,     والمستقمين a x b=  يعطى بالتكامل xحول محور     =

   
2 2

( ( ) ( ) )

b

a

v f x g x dx= − 

 

 

 مهمة قبل البدأ بالحل:  ملاحظة

 ومحور الدوران محدد   حلقات(أقراص /  )الطريقة محددة وهي  ذا كانتإ 

يحة )الارتفاعن اف     بحيث تعامد محور الدوران    ا ن يتم اختيارهأ(  يجب  الشر

                    

2 2( )

b

O I

a

v r r dx= − 

 حيث 

        Or بعد الدالة الخارجية عن محور الدوران ( نصف قطر الدوران الخارجي (  

 ) بعد الدالة الداخلية عن محور الدوران ( نصف قطر الدوران الداخلي Ir       و

 

 

 فضل(أنستخدم هذا القانون )

إذا كان محور الدوران هو نفسه محور التماثل للشكل، فإنه يكفي تدوير نصف  :مهمة ملاحظة

 المنحنى وليس المنحنى كامل
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 dxحالات نصف القطر الداخلي والخارجي مع محاور الدوران والمكامل   

2 2

b

o i

a

v r r dx= − 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(1 ) 

 

(2 ) 

 

(3 ) 

 

(5 ) 

 

(6 ) 

 

(4 ) 

 

 هذه الحالات ليست حفظ
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y  المحصورة بالمنحنىRسم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم وجدأ (1) x= 0والمستقيمy على  =

  الفترة 0,4   حول محورx   قراص الأبطريقة 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

                                              المحصورة  Rسم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم وجدأ (2

)بالدالة  ) sinf x x=  0  لمستقيم واy =                                                            

,0  على الفترة
2

 
 
 

 قراص الأبطريقة   xحول محور  

 

 

  

 

 

 

ومحور الدوران محدد  ،حلقاتاقراص /ن الطريقة محددة وهي أقبل البدأ بالحل: لاحظ  …ملاحظة مهمة

 المكامل ( وهو dxكون )يف وران محور الد تعامدن يتم اختيارها بحيث أالشريحة يجب ن إف   ( xوهو)
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 المحصورة  Rسم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم وجدأ  (1)

siny بالدالتين   x=  وcosy x=    0والمستقيمx = 

,0  على الفترة
4

 
 
 

 x رحول محو 

 الحلقاتبطريقة   

 

 

 

 

 

 

  Rطقة ناتج عن دوران المنسم الالمج حجم وجدأ (2)

yبالدالتين  المحصورة  x=  2  و والمستقيمy =   

0x والمستقيم   =    

 الحلقات بطريقة   x حول محور  
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  Rسم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم وجدا (1)

cosyلة  بالدا المحصورة  x=    1  والمستقيمy =   

,  على الفترة
2 2

  
− 
 

 الحلقات بطريقة  xحول محور   

 

 

 

 

 

  Rسم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم وجدا (2)

بالدالة   رة صوالمح
2

1
y

x
=

+
y  والمستقيم     x=   

0x  والمستقيم  الحلقاتبطريقة  xحول محور  =
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    (  yالصادات )  : الدوران حول محور حالة الثانيةلا

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)  المحصورة بالمنحنىRسم الناتج عن دوران المنطقة ن حجم المجأ ) 0g y   ومحورy  والمستقمين

,y c y d=  يعطى بالتكامل yحول محور   =

 

2

2

( )

( )

d

c

d

c

d

c

v A y dx

r dx

g y dy





= =

=

=







 

 

) بمنحنى  الدالتينالمحصورة Rسم الناتج عن دوران المنطقة حجم المج نّإ )g yو( )f y  حيث

( ) ( )f y g y   والمستقمين,y c y d=  هو yحول محور   =

   

2 2

2 2

( )

( ) ( )

d

c

d

o i

c

d

c

v A y d y

r r dy

f y g y dy





=

= −

= −







 

 

 

 الدائري  مساحة القرص

 
22 2 ( )A r x g y  = = =  

 dy  سمك القرص الدائري 
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 dyت نصف القطر الداخلي والخارجي مع محاور الدوران والمكامل لاحا

2 2

b

o i

a

v r r dy= − 
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(3 ) 

 

(4 ) 

 

(5 ) 

 

(6 ) 

 

 هذه الحالات ليست حفظ

عمر الخطيب محمـد                                                        عمر الخطيب  محمـد                                               عمر الخطيب        محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـد                                            عمر الخطيب              محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـد                                      عمر الخطيب                 محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـد                عمر الخطيب                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 



 Khateebacademy.com/ / 3202/4202لمادة الرياضيات للصف الثاني عشر متقدم // إعداد محمد عمر الخطيب // اوراق عمل الوحدة السادسة //  43 

 

 المحصورة Rعن دوران المنطقة سم الناتج المج حجم وجدأ (1)

بالمنحنى 
24y x= 0x والمستقيم   − 1yو  والمستقيم  = =   

 قراص الأبطريقة   yحول محور  

 

 

 

 

                                                       بالمنحنى المحصورة Rتج عن دوران المنطقة الناسم المج حجم وجدأ (2)

2
y

x
1yوالمستقيم   = 4yو المستقيم =                                                                          yومحور   =

 قراصالأبطريقة  yحول محور 

 

 

 

                                                  بالمنحنىالمحصورة  Rعن دوران المنطقةسم الناتج المج حجم وجدأ (3)

21

4
y x=  1م  والمستقيy 0xو المستقيم      = =                                                                                                              

 قراصالأبطريقة  yحول محور  

 

 

 

 

ومحور الدوران  ،الحلقات /أقراص  ن الطريقة محددة وهيأملاحظة مهمة قبل البدأ بالحل: لاحظ 

                        (  dy) محور الدوران فتكون تعامدن يتم اختيارها بحيث أن الشريحة يجب اف ( y)  محدد وهو
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                                            المحصورة Rعن دوران المنطقةسم الناتج المج حجم وجدأ (1)

2yبالمستقيم  x= yوالمستقيم    − x= 0وy                                                          y المحورحول  =

      بطريقة الحلقات

 

 

 

 

 

 

 بالمنحنى  المساحة المحصورة ذا كان شكل القبة يتكون من تدويرإ (2)
22

90
45

y x= − +                              

 قراصالأبطريقة  هذه القبة حجموجد ، أyحول محور ومحور السينات 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

إذا كان محور الدوران هو نفسه محور التماثل    :مهمة ملاحظة

 للشكل فإنه يكفي تدوير نصف المنحنى وليس المنحنى كامل

 

 القبة 
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ي أحول مستقيم الدوران   : ةثالحالة الثال 
 سي أو ر أفقر

 نحنىبالم المحصورة Rسم الناتج عن دوران المنطقة لمجا حجم وجدأ (1)

24y x= 3yحول المستقيم   xومحور   − =  الحلقاتبطريقة   −

 

 

  

 

 

 

 

  المحصورة  Rالمنطقة سم الناتج عن دوران المج حجم وجدا (2)

   بالمنحنى
21

4
y x=   1   والمستقيمy  y  و محور  =

2y  حول المستقيم    الحلقاتبطريقة    =
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                                                                Rتج عن دوران المنطقة ناسم الالمج حجم اكتب التكامل الذي يمثل (1)

بالمنحنى المحصورة
21

4
y x= 1قيم تسالموy                                                                            yومحور  =

2xحول المستقيم     الحلقاتبطريقة   =

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                         Rن دوران المنطقة سم الناتج عالمج حجم ل الذي يمثلمكاالت اكتب (2)

بالمنحنى المحصورة
2y x=  4 يم ستقالمy =                                                                                             

3xحول المستقيم    =  الحلقاتبطريقة   −
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 Rسم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم الذي يمثل التكاملاكتب 

4بالمستقيم   المحصورة  2y x=  والمحورين   −

 xمحور حول ( 1)

 

 

 

 yمحور حول ( 2)

 

 

 

 

4y حول المستقيم ( 3) =    

 

 

 

2x ستقيم حول لم( 4) = −    

 

 

 

 

 

 

 

 تمارين متنوعة
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 Rقة المنطسم الناتج عن دوران المج حجم الذي يمثل تكامللاب اكت

بالدالة   المحصورة 
2y x=    4والمستقيمy = 

 xمحور حول ( 1)

 

 

4y   محورحول ( 2) = 

 

 

2y محور حول ( 3) = − 

 

 

 

 y محور حول ( 4)

 

 

 

4x محور حول ( 5) = − 
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 Rسم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم الذي يمثل التكاملاكتب 

2yبالمستقيم  المحصورة ( 1) x= yوالمستقيم    − x= 0وy         y المحورحول  =

 

 

 

 

 

2yبالمستقيم  المحصورة ( 2)  x= yوالمستقيم    − x= 0وy 3x  المحورحول  = =        

 

 

 

 

 

2yبالمستقيم  المحصورة ( 3) x= yوالمستقيم    − x=  0وy         x المحور حول   =

 

 

 

 

 

 

 

 

 

عمر الخطيب محمـد                                                        عمر الخطيب  محمـد                                               عمر الخطيب        محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـد                                            عمر الخطيب              محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـد                                      عمر الخطيب                 محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـد                عمر الخطيب                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 



 Khateebacademy.com/ / 3202/4202لمادة الرياضيات للصف الثاني عشر متقدم // إعداد محمد عمر الخطيب // اوراق عمل الوحدة السادسة //  50 

 

  R المظللةن المنطقة سم الناتج عن دوراالمج حجم الذي يمثل تكاملال اكتب  ( 1)

y  (0xحول محور  =  ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 بالمنحنى المحصورة Rطقة عن دوران المن سم الناتجالمج حجم ذي يمثلاكتب التكامل ال (2)

24y x= 3xحول المستقيم   xومحور   −  الحلقاتبطريقة   =

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4x y= − 

4x y= − − 
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  بالمنحنى  دةدوالمحالمنطقة  سم الناتج عن دورانلمجا حجم الذي يمثل التكاملاكتب  (1)
2 2 1x y+ = 

               y  المستقيم  حول

 

 

 

 

 

 

 

 

  بالمنحنى المحدودة سم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم الذي يمثل التكاملاكتب  (2)
2 2 1x y+ = 

2y ستقيم الم حول =               
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2y  حنىبالمن رةصوان المنطقة المحسم الناتج عن دورالمج حجم اوجد  x= 0yو  − 0xو  = =              

   x  حول محور (1)

 

 

 

 y  حول محور (2)

   

 

 

 

3y  المستقيمحول  (3) = 

   

 

 

 

3x  يمالمستقحول  (4) = 
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بالمنحنى المحصورة  Rسم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم وجدأ 
2y x=   0والمستقيمy 2xو = =  

 x  محورحول  (1) 

 

 

 

 

 

 y  محورحول  (2)

 

 

 

 

 

 

4y  المستقيمحول  (3) = 

 

 

 

 

 

 

2x  المستقيمحول  (4) = 
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y  ىسم الناتج عن دوران المنطقة المحصورة بالمنحنالمج حجم اوجد  x=  2وy 0xو  = =                    

   xحول محور  (1)

 

 

 

 

 yمحور حول  (2)

 

 

 

 

2y المستقيم حول  (3)  =   

 

 

 

 

4x يم المستقحول  (4) = 
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4yالمستقيم  ب المحصورة  Rسم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم وجدأ 0xوالمستقيم  = =              

    المنحنى و
21

4
y x=  

      x  محورل حو (1) 

 

 

 

 

 

 

5y  المستقيم حول  (2) =      

 

 

 

 

 

 

 

 

      y  محورحول  (3)
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بالمنحنى  المحصورة  R دوران المنطقةسم الناتج عن المج حجم وجدأ 
24y x= −                                                  

 y   حول محور (1)

 

 

 

 

3yالمستقيم   حول  (2) = − 

 

 

 

5yالمستقيم   حول  (3) = 

 

 

 

3x  المستقيم حول  (4) = 

 

 

 

 

 

 

 

 

عمر الخطيب محمـد                                                        عمر الخطيب  محمـد                                               عمر الخطيب        محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـد                                            عمر الخطيب              محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـد                                      عمر الخطيب                 محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـد                عمر الخطيب                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 



 Khateebacademy.com/ / 3202/4202لمادة الرياضيات للصف الثاني عشر متقدم // إعداد محمد عمر الخطيب // اوراق عمل الوحدة السادسة //  57 

 

بالمنحنى  المحصورة  R سم الناتج عن دوران المنطقةالمج حجم وجدأ 
24y x= 1yوالمستقيم       − =                                          

 x   محورحول  (1)

 

 

 

 

 

 

 

 y   رومححول  (2)
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y  بالمنحنى المحدودة  Rسم الناتج عن دوران المنطقةالمج حجم وجدأ x=  وy x= 1xو  − =         

   xحول محور  (1)

 

 

 

1yحول محور  (2)  =  

 

 

 

 

1yحول محور  (3) = −  

 

 

 

 

 

   yحول محور  (4)
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  نطقة المحصورة بالمنحنىدوران المن ناتج عسم الالمج حجم وجدأ (1)
24y x= و  −

2y x=                 

   xحول محور 

 

 

 

 

2yالمستقيم    المحصورة  Rطقة سم الناتج عن دوران المنالمج حجم وجدأ (2) x= +                                   

2yوالمستقيم  x= − 0xو   − 2y  حول المستقيم   = = −        

 

 

 

 

 

 

2yالمستقيم  المحصورة  Rسم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم وجدأ (3) x= والمستقيم    +

2y x= − 0xو − 2x  حول المستقيم   = = −        
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 تج عن دوران المنطقة المحصورة بالمنحنىسم الناالمج حجم وجدأ (1)
xy e=  0وy =،0x =  ،2x =          

2yحول محور  = −   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

secy طقة المحصورة بالمنحنىنعن دوران المسم الناتج المج حجم وجدأ (2) x=  0وy =،                       

4
x

−
=  ،

4
x


   xحول محور           =
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 طقة المحصورة بالمنحنىن دوران المنسم الناتج عالمج حجم وجدا (1)
2 2

x
y

x
=

+
0yو   =،1x =                    

   xحول محور 

 

 

 

 

 

 

 

 

 R المحصورة  سم الناتج عن دوران المنطقةالمج حجم وجدا (2)

lnyبالمنحنى   x=   0 والمستقيمy على الفترة    = 1,e    

 yحول 
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التي تمثل  R،ارسم المنطقة والحلقات يمثل كل من التكاملات التالية حجم مجسم  بطريقة الاقراص

  ان الذي ينتج عنه المجسم الحجم وحدد محور الدور

1 2 2 2

0
(1) ( ) ( )x x dx  −

  

 

 

 

 

 

 

2 2 2

0
(2) (4 )y dy − 

 

 

 

 

 

 

2 2 2

0

1
(3) (1) ( )

2
y dy − 

 

 

 

 

1

1

x

y
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هو  hوارتفاعها   r الاسطوانة التي نصف قطر قاعدتها  حجمثبت أن ا (1)
2v r h=      

 

 

 

 

   rالذي نصف قطر قاعدة   ئم القاالمخروط تشكل ي (2) 

المستقيم الذي معادلته  من تدوير  hوارتفاعه 
r

y x
h

=  

  هو أثبت أن حجم المخروط  xحول المحور 
21

3
v r h=  

  

            

  

  

 

 معادلة الدائرةالجزء العلوي من  من تدوير  rالتي نصف قطرهاة ركتتشكل ال (3)
2 2 2x y r+ =                   

34هو ة كرال حجم أثبت أن ، x حول المحور

3
v r=      
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 صداف( الحجوم الدورانية )الأ 

        ( y: الدوران على محور الصادات  ) الحالة الأولى

 

 

 

 

 

 

 

 ملاحظة

 

 

 

 

) ون من السماكة تكن إف الصاداتمحور  ذا كان الدوران حولإ( 1)  )xالمكامل  سيكون  و( )dx  

) تكون من  السماكةن إف السيناتان الدوران حول محور ك ذاإ( 2)  )yالمكامل سيكون  و( )d y 

 ومحور الدورانالقطر هو البعد بين الشريحة  نصف يكون( 3) 

 يينبين الدالت هو البعدع يكون الارتفا( 4) 

 

 صداف حجام بالأ الأ  :  الثالث الدرس    ///    تطبيقات التكامل:  السادسةالوحدة 

 

 

  ينيالمساحة بين منحن : أول

)  المحصورة بالمنحنى Rسم الناتج عن دوران المنطقة حجم المج نّإ   ) 0f x  ومحورx  والمستقمين

,x a x b=  هو قة الأصداف يبطر  yحول محور  =

2 2 ( )

b b

a a

v r h dx x f x dx = =  

 

 

 

 

 

 

 محور الدورانالشريحة توازي 

 نصف القطر

وهو بعد الشريحة 

 الدوران محورعن 

 الارتفاع

هو البعد بين 

 الدالتيين

 السماكة

 المكامل

hg 

 

 : ملاحظة مهمة قبل البدأ بالحل

 ، ومحور الدوران محدد  أصداف،الطريقة محددة وهي  ذا كانتإ 

يحة )الارتفاع( ن إف   محور الدوران    توازين يتم اختيارها بحيث أيجب الشر
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 dxوالمكامل محاور الدوران مع والارتفاع قطر حالات نصف ال

2

b

a

v r h dx=  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(1 ) 

 

(2 ) 

 

(3 ) 

 

(4 ) 

 

(5 ) 

 

(6 ) 

 

r  ملاحظة: نصف القطر ..دائما x c= rأو  − c x= 0cوممكن أن تكون  − = 
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 Rالمنطقةسم الناتج عن دوران المج حجم وجدأ (1)

ىحننبالم صورة لمحا
2 32y x x= 0y  والمستقيم   − = 

 صدافالأبطريقة   yحول محور 

   

 

 

 

 

 

 كنلا يم                                ؟ذا تلاحظما  يجاد الحجم بطريقة الحلقات ...إحاول 

  R نطقةناتج عن دوران المالسم المج حجم وجدأ (2)

المحصورة بالمنحنى 
2siny x=   0  والمستقيمy =   

 صدافالأ بطريقة yحول محور 

    

 

 

 

 لا يمكن                   ؟ماذا تلاحظ  قات ...يجاد الحجم بطريقة الحلإحاول 

 

 

 (  y) ومحور الدوران محدد وهو  الأصداف،ن الطريقة محددة وهي أملاحظة مهمة قبل البدأ بالحل: لاحظ 

يحة )الارتفاع( ن اف     ( وهو المكامل  dxفتكون )محور الدوران  توازين يتم اختيارها بحيث أيجب الشر
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بالمنحنى  صورةالمحظلل المنطقة  (1)
2xy e−=    ومحور x  على الفترة  

 0,1  طقة ران المنسم الناتج عن دوالمج حجم وجدأ ثمR                                                                               

 صدافالأبطريقة   yحول محور 

 

 

 

 

 

 

 

   المحصورة Rسم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم وجدأ (2)

بالمنحنى
2y x=    والمستقيمy x=  

 صدافالأبطريقة   y حول محور
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     (   x: الدوران حول محور السينات  )  يةالحالة الثان

 

 

 

 

 dyر الدوران والمكامل محاومع حالات نصف القطر والارتفاع 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(1 ) 

 

(4 ) 

 

(2 ) 

 

(3 ) 

 

(5 ) 

 

(6 ) 

 

g,يينالمحصورة بالمنحن Rسم الناتج عن دوران المنطقة حجم المج نّإ f حيث ( ) ( )f y g y  

y,والمستقمين   a y b=  هوبطريقة الأصداف   x  حول محور =

 2 ( ) ( ) 2

b b

a a

v y f y g y dy r h dy = − =  

 

 

 
 
 
r  ملاحظة: نصف القطر ..دائما y c= rاو  − c y= 0c  وممكن أن تكون − = 
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 المحصورة Rقةسم الناتج عن دوران المنطالمج حجم وجدأ

yبالدالة    x=    2  والمستقيمy x= 0y والمستقيم   − =  

 صدافالأبطريقة   xحول محور   

 

 

 

 

 

 

 

                                                                        ؟ سهلأيهما أو ؟الحلقات ةحل السؤال بطريق نيمك له

 لوجود تجزئة مساحة في حالة الحلقات( سهلأ صداف)الأ
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  المحصورة  R الناتج عن دوران المنطقةسم المج حجم وجدأ (1)

y نحنىبالم x=   4والمستقيمx  xومحور   =

 صدافلأبطريقة ا x حول محور 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ؟لسهأيهما أوحدد   ،قراصطريقة الأحل السؤال السابق ب (2)
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 yو  يوازي محور الصادات  أ x  يوازي محور السيناتمحور حول وران  : الد الثالثة الحالة

 بالمنحنى صورة لمحا Rالمنطقة سم الناتج عن دوران المج حجم وجدا (1)

24y x=  xومحور   −

3x  المستقيم حول      صدافبطريقة الأ  =

 

 

 

 

 

 

 صورة المح Rطقة لمنسم الناتج عن دوران االمج حجم وجدا (2)

y  بالدالة  x= 2   والمستقيمy  yمحور و   =

1y  تقيم حول المس =  صدافبطريقة الأ     −
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 صداف(الأ    مأ     حلقاتال /  قراصالأ ) فضلالطريقة الأ

 

 

 

 

 

 

 

 

 Rنطقة سم الناتج عن دوران المالمج حجم وجدا  

2 بالمستقيم المحصورة  1y x= −  xور محو  +

  على الفترة 1,3   حول محورx 

 

 

 

 

 

 

 بالطريقة الأفضل والأسهل: خطوات إيجاد الحجوم الدورانية

حدد المكامل                 و ارسم الدوال             ظلل المنطقة            حدد محور الدوران            ارسم ا لشريحة

dx         أوdy   ( ولا يعمل تجزئه مساحة فيه الدالة ه)الاولوية للمكامل المكتوب                                                                                                       

أم  أصداف ( حسب التوازي والتعامد                  أوجد حدود  حلقات  حدد الطريقة ) أقراص /

 لإيجاد الحجم كامل             عوض  الحدود              ( التكامل  )نقاط التقاطع

 

  dyحالات استخدام المكامل   

ي  1)
ن
 تجزئة تحتاج إلى  dx( يفضل إذا كانت المساحة مع  2)                   dy( إجباري إذا كانت الخيارات كلها ف

ن نفس العلاقة         3)   y   بدلالة   الدالة او المعادلة مكتوبة   تإذا كان (4)          ( يفضل إذا كان الارتفاع بي 

     صعب dx( إذا كان التكامل مع   5) 
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 المحصورة  R سم الناتج عن دوران المنطقةالمج حجم وجدا (1)

 بالدالة  
4

1y
x

= −   على الفترة  xمحور و + 1,4   حول محورy 

 

 

 

 

 

 المحصورة Rطقة ن دوران المنسم الناتج عالمج حجم وجدا (2)

بالدالة  
2y x=    2  تقيموالمسy x=   xحول محور   +
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 سم الناتج المج حجم وجدا (1)

 المحصورة  Rعن دوران المنطقة 

  بالمنحنى 
2

3 1y x= +   

5yوالمستقيم  0xيم تقو المس = =     

 yحول محور    

 

 

 

 

 

 

 صورةالمح Rسم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم وجدا (2)

بالمنحنى 
2

y
x

1y والمستقيم   = 4y تقيم و المس= =                                                                                           

 yحول محور  yومحور  
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المنحنى ب  ساحة المحصورةالمذا كان شكل القبة يتكون من تدويرا
22

90
45

y x= −  xومحور  +

 )صدافحل بالأقراص والأ( هذه القبة حجموجد أ yحول محور 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

              yى محور لععرضية دائرية متعامدة  ا كان شكل القبة يتكون من مقاطعذإ ة للسؤال:طريقة ثاني

 محدود بالمنحى  و قطرها
22

90
45

y x= − 45حيث    + 45x−   وجد حجم القبةاف 

 

 

 

 

 

إذا كان محور الدوران هو نفسه محور التماثل   : مهمة  ملاحظة

 للشكل فإنه يكفي تدوير نصف المنحنى وليس المنحنى كامل

 

 القبة 
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  R المظللةطقة المن دورانسم الناتج عن المج حجم وجدأ

y ( 0xحول محور  (1) = )  

 

 

 

 

 

 

 

 

x  (0yحول محور  (2)  = ) 
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 دوران  سم الناتج عنالمج حجم وجدأ (1)

بالمنحنى  المحصورة  R المنطقة
3 3 1y x x= − −   

4yقيم  والمست = 2 ة على الفتر   − 2x−    3المستقيم حولx =            

 

 

 

 

 

  دورانسم الناتج عن المج حجم وجدأ (2)

بالمنحنى  المحصورة  R المنطقة
24y x= −   

والمنحنى  
2 4y x= 2x  المستقيم حول    − =           

 

 

 

 

 المحصورة R سم الناتج عن دوران المنطقةالمج حجم وجدأ (3)

بالمنحنى
24y x= 3x المستقيم حول  x ومحور  − = −     
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 Rسم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم الذي يمثل التكاملاكتب 

4ستقيم    بالم  المحصورة 2y x=  والمحورين   −

 xمحور حول ( 1)

 

 

 

 yر محوحول ( 2)

 

 

 

1x تقيم حول المس( 3) = −    

 

 

 

2y حول لمستقيم ( 4) = −    
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 Rناتج عن دوران المنطقة سم الالمج حجم الذي يمثل لتكاملااكتب 

2y   ستقيمالمب المحصورة ( 1) x= 2y  والمستقيم    + x= − 0x  و −         x المحورحول    =

 

 

 

 

2yقيم بالمست ةصورالمح ( 2)  x= 2yوالمستقيم    + x= − 0xو −         y المحورحول  =

  

 

 

 

2yبالمستقيم  المحصورة ( 3)  x= 2yوالمستقيم    + x= − 0xو − 1x المحورحول  = =        

  

 

 

 

2yبالمستقيم  المحصورة ( 4) x= 2yوالمستقيم    + x= − 0xو − 2y المحورحول  = = −        
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 Rطقة سم الناتج عن دوران المنالمج حجم الذي يمثل التكاملاكتب 

2yم ستقيبالم ورةصالمح ( 1) x= yوالمستقيم    − x= 0وy         x المحورحول  =

 

 

 

 

2yبالمستقيم  صورةلمحا ( 2) x= yوالمستقيم    − x= 0وy         y المحورحول  =

 

 

 

 

2yبالمستقيم  المحصورة ( 3)  x= yوالمستقيم    − x= 0وy 3x المحورحول  = =        

 

 

 

 

 

2yلمستقيم با المحصورة ( 4) x= yوالمستقيم    − x= 0وy 2y المحورحول  = =        
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 لمنحنىبا المحصورة  R ةوران المنطقالناتج عن دسم المج حجم وجدأ (1)
21

1
4

y x= 0xوالمستقيم  + = 

4yوالمستقيم    y   حول محور =

 

 

 

 

نحنىبالم  صورةالمح R الناتج عن دوران المنطقةسم المج حجم وجدأ (2)
21

1
4

y x= 0x  والمستقيم + = 

4yوالمستقيم    x   حول محور  =

 

 

 

 

y بالمنحنى المحصورة  R سم الناتج عن دوران المنطقةالمج حجم وجدأ (3) x= و  y x= −  

4xالمستقيم و 4x    المستقيم حول  = = 
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بالمستقيم   المحصورةR لمنطقةالناتج عن دوران اسم المج حجماكتب التكامل الذي يمثل  (1)

4y x= y  والمستقيم − x=   0والمستقيمy =  

3yحول المستقيم  (أ) = 

 

 

 

 

4xحول المستقيم  (ب) = 

 

 

 

 

 

 

بالدالتين   المحصورة R سم الناتج عن دوران المنطقةالمج حجمامل الذي يمثل اكتب التك (2)

22y x= − ، y x=  المحور حول y 
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 ىبالمنحن المحصورة  R سم الناتج عن دوران المنطقةالمج حجم وجدا (1)
21

4
y x=    4والمستقيمy =  

على الفترة  0,4 4  ستقيمحول المx =        

 

 

 

 

 

2y بالمنحنى صورة المح Rة وران المنطقسم الناتج عن دالمج حجم وجدا (2) x=    0والمستقيمy = 

2xو 2x المستقيم حول   = =        

 

 

 

 

 

 

 

  المحصورة  Rسم الناتج عن دوران المنطقةالمج حجم وجدا (3)

بالمنحنى  
22y x= y اتوالمستقي  − x=  ،0x   ومحورy 

1x  حول = − 
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y  بالمنحنى  المحدودة Rان المنطقةسم الناتج عن دورالمج حجم وجدا (1) x=  وy x= 1xو  − =        

   xحول محور 

 

 

 

 

y  بالمنحنى  دودةالمح Rسم الناتج عن دوران المنطقةالمج حجم وجدا (2) x=  وy x= 1xو  − =        

1y  حول محور = −   

 

 

 

 

 

  ة المحصورة بالمنحنىدوران المنطق سم الناتج عنالمج حجم وجدا (3)
24y x= و  −

2y x=                 

   xور مححول 
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2y  المستقيم المحصورة  Rسم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم وجدا (1) x= والمستقيم    +

2y x= − 0xو − 2y حول المستقيم   = = −        

 

 

 

 

 

 

 

2y المستقيم  المحصورة  Rسم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم وجدا (2) x= والمستقيم    +

2y x= − 0xو − 2x حول المستقيم   = = −        

 

 

 

 

 

 

 

ة  بواسط رة المحصو Rسم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم وجدا (3)
2( 1)x y= 9xستقيم والم − = 

5y  حول المستقيم   =        
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ج عنه ينت الذيوحدد محور الدوران  Rارسم المنطقة ،سم ثل كل من التكاملات التالية حجم مجيم

 y ثم حول التكامل بدلالة  المجسم 

1 2

0
(1) 2 ( )x x x dx − 

 

 

 

 

 

 

1 2 2 2

0
(2) ( ) ( )x x dx  −

  

 

 

 

 

 

 

2 2 2

0
(3) (4 )y dy − 

 

 

 

 

1

1

x

y

 

1

1

x

y

 

 كثر من جواب للسؤالأملاحظة: يوجد 
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 ة التكامل(اء عمليدون إجرالمعطى  )ب ى الفترة عل y طول منحنى الدالة الذي يمثل  التكاملاكتب 

3(1) , 1 1y x x= −   

 

 (2) , 0,1xy e= 

 

 (3) , 1,3y lnx= 

 

(4) tan , 0 / 4y x x =   

 

 
0

(5) , 0,

x

y u sinu du =  

 

 طول القوس ومساحة السطح  :  الرابع///   الدرس   تطبيقات التكامل:  السادسةالوحدة 

 

 

  ينيالمساحة بين منحن : أول
)إذا كانت  )y f x= دالة قابلة للإشتقاق، ومشتقتها متصلة على الفترة ,a b  فإن طول منحنى

 الدالة يعطى بالتكامل 

               
2 2

1 ( ) 1 )
b b

a a
s f x dx y dx = + = +  

 

(   طول القوس  )المنحنن
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3   وجد طول منحنى الدالةأ( 1)  1y x=  الفترةعلى   + 0,5  

 

 

 

 

  وجد طول منحنى الدالة أ( 2)

3

2
2

( 1)
3

y x= 1 حيث     − 4x   

 

 

 

 

 

  لة وجد طول منحنى الداأ( 3)
21y x= حيث     −

1 1

2 2
x−   
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ln  الدالة نى وجد طول منحأ( 1) cosy x=  0على الفترة,
4

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

)وجد طول منحنى الدالة أ( 2) )f x      حيث
2( ) 2f x x x = على الفترة    − 2,3 

 

 

 

 

 

)وجد طول منحنى الدالة أ( 3) )f x     حيث
2

2

( ) 4 1
x

f x t dt
−

= −   على الفترة 2,0−  
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  ى الدالة وجد طول منحنأ (1) 
1

( ) ( )
2

x xf x e e−= 0حيث     + 1x  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   وجد طول منحنى الدالة أ( 2)
31 1

( )
6 2

f x x
x

= على الفترة    + 1,3  
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  لاقة  الع تمثل 
2/3 2/3 1x y+ =  

 منحى الشكل طولد وجأاور ي المجالنجم شكلال

                

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 طول المنحنى النجمي الذي معادلتة    ملاحظة:
2/3 2/3 2/3x y a+ 6s   هو    = a= 
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20للكهرباء والمسافة بينهم   ينعموديالمجاور كابل كهربائي يمتد بين   يمثل الشكل m    

 ث تمثل المعادلة حي

                 
/10 /105 ( )x xy e e−= + 

10 حيث   x  افةي مسأكابل عند ال رتفاعا 10x−   

 وجد طول الكابل الكهربائي بين العمودينأ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2L عند تعليق حبل بين عمودين البعد بينهما   ملاحظة: ft   و معادلته،
/ /2

( )
4

x L x LL
y e e−= +  

L حيث  x L−     فان التكامل الذي يمثل طول الحبل هو 

/ / / /1
2

0

( ) ( )

L L

x L x L x L x L

L

s e e dx e e dx− −

−

= + = +  
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)إذا كانت  )y f x=شتقاق ،ومشتقتها متصلة على الفترة دالة قابلة للا ,a b  سطح الفإن مساحة

 يعطى بالتكامل xالناتج عن دوران الدالة حول محور 

   
2 2

2 ( ) 1 ( ) 2 1
b b

a a
S f x f x dx y y dx  = + = +  

 

)إذا كانت  )x g y= دالة قابلة للإشتقاق ،ومشتقتها متصلة على الفترة ,c d  سطح الفإن مساحة

 يعطى بالتكامل yالناتج عن دوران الدالة حول محور 

 
2

2 ( ) 1 ( )
d

c
S g y g y dy = + 

 

 

( )f x 

 ملاحظات : 

) المنحنىاذا تم تدوير  (1) )y f x=   حول محور  علىx                                                           

على الفترة  ,a b                                                                                      فان مساحة السطح تكون هي

 المساحة الجانبية وليست الكلية  ) بدون القاعدتين( 

)المحصورة بالدالة   المساحةاذا تم تدوير  (2) )y f x=                                                                                     

على الفترة  xحول محور   xومحور  ,a b                                                                              فان

مساحة السطح تكون هي المساحة الكلية  وليست الجانبية                                                                        

 ) يجب اضافة القاعدتين(

 

 

 
 

 

 

 

 مساحة السطح
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                             xحول محور  y سطح المتولد عن دوران الدالةالمساحة  ثل الذي يم املالتكاكتب  (1)

 المعطى  )بدون إجراء عملية التكامل( على الفترة 

 ( ) sin , 0,a y x = 

 

 

 ( ) , 0,1xb y e= 

 

 

 

 ( ) , 1,2c y lnx= 

 

 

 

( ) tan , 0,
4

d y x
 

=  
 

 

 

 

عادلة الم السطح المتولد عن دورانمساحة  الذي يمثل  التكاملاكتب   (2) 
2( ) 1g y y= +                      

0حيث        1y  حول محورy   ل(                                          )بدون إجراء عملية التكام  
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2y  لةاالد اندور تولد عنسطح المالمساحة وجد ا (1) 0  حيث x حول محور  = 5x   

 

 

 

 

 

)  ةدوران الدال منسطح المتولد المساحة وجد ا( 2) ) 3f x x= محور ل وحx 1  حيث 7x   

 

 

 

 

 

 

 

)   سطح المتولد عن دوران الدالةالمساحة وجد ا( 3) )f x x=                                                               

 ةعلى الفتر xحول محور  0,4  
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   د عن دوران الدالةتولسطح المالمساحة وجد ا( 1)
31

( )
9

f x x=                                                              

على الفترة  xحول محور   0,2  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الدالةن سم المتولد عن دورامساحة سطح المج وجدا( 2)
2( ) 1f x x=    على الفترة x حول محور  −

 1,1− تساوي 
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2yالمحصورة بالدالة   حةالمسا ولد عن دورانسطح المتمساحة الوجد ا (1)  حيث xحول محور    =

0 5x   

 

 

 

)المربع المكون من جميع  قيم  المتولد من دوران  طحلسا مساحةوجد ا( 2) , )x y ث يح                      

1 1x−    1و 1y−   حول المحورy                                                                          لاحظ (

     يعني المساحة( تم تدوير المنطقة المحصورة بالمربع .... بما انه)

 

 

 

 

 

 

)رؤوسه  اذا تم تدوير المثلث الذي( 3) 1, 1) , (0,1) , (1, 1)− −  احسب مساحة السطح  yحول المحور  −
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 حركة المقذوفات  :  الخامس///   الدرس    تطبيقات التكامل:  السادسةالوحدة 

 

 

  ينيالمساحة بين منحن : أول
 التفاضلية  في المعادلة t ي زمنأعند  أو للأسفل  للأعلىسيا ًَأتعطى معادلة حركة مقذوف يتحرك ر (1)

2

0 0( ) ( ) 32 / , (0) , (0)h t y t g ft s y v y y  = = − = − = =         

2

0 0( ) ( ) 9.8 / , (0) , (0)h t y t g m s y v y y  = = − = − = =      

 

 

 

 التفاضلية  في المعادلة  tي زمنأعند لليمين أو لليسار   أفقيا تعطى معادلة حركة مقذوف يتحرك  (2) 

0 0( ) 0 , (0) , (0)x t x v x x = = = 

 

 

 ملاحظات مهمة:

تكون السرعة المتجهه موجبة إذا كانت الحركة للأعلى) لليمين ( وسالبة إذا كانت الحركة  (1)

 للأسفل )لليسار(

))   قصى ارتفاع عندما تنعدم السرعةأيصل الجسم  (2) ) ( ) 0h t y t = = ) 

 

)) زمن التحليق أو زمن الرحلة يحدث عندما يكون الارتفاع يساوي صفر  (3) ) ( ) 0h t y t= = ) 

 
ً
ي بعد واحد  اولا

ن
 : حركة المقذوف ف

0

2

0 0

( ) ( )

1
( ) ( )

2

v t y t g t v

h t y t g t v t y

= = − +

= = − + + 

0

0 0

( )

( )

x t v

x t v t x

 =

= + 

 و أ

2 29.8 / 32 /g m s or g ft s= = 

 معادلة السرعة الرأسية

 الارتفاعمعادلة 

 الافقيةمعادلة السرعة 

 المدى الافقيمعادلة 

 ftبالقدم 

 mبالمتر 

 والحل يكون

 والحل يكون

2

0

2

v
H

g
= 

02v
T

g
= 
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  مما يلي: لاكتب المعادلة التفاضلية مع الشروط الابتدائية لك

48ها متجهة قدرعة بسررض من الأعلى لأل قذفت كرة (1) /ft s 

 

 

7بسرعة متجهة قدرها و  1mيد شخص ترتفع عن الارضمن على للأ قذفت كرة  (2) /m s 

 

 

100  هبرج ارتفاعكرة من  سقطت  (3) ft  

 

 

75  هبرج ارتفاعمن  50gm وزنها ة كرقذفت  (4) ft 18قدرها   لسفبسرعة متجهة للأو /ft s 

 

 

 :لحل المعادلة التفاضلية بالشروط الابتدائية التالية عة المتجهة والارتفاعدلة السراكتب معا (5)

2( ) ( ) 16 / , (0) 10 , (0) 120h t y t m s y y  = = − = = 

 

 

 

 

 

 

عمر الخطيب محمـد                                                        عمر الخطيب  محمـد                                               عمر الخطيب        محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـد                                            عمر الخطيب              محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـد                                      عمر الخطيب                 محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـد                عمر الخطيب                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 



 Khateebacademy.com/ / 3202/4202لمادة الرياضيات للصف الثاني عشر متقدم // إعداد محمد عمر الخطيب // اوراق عمل الوحدة السادسة //  100 

 

19.6جهة ابتدائية  متبسرعة وعلى بشكل مستقيم للأ سياًأرمن الارض  قذفت كرة /m s، بتجاهل 

 واءاله مقاومة

   tي زمن  أعند  مع الشروط  الارتفاع ةلدمعا اكتب المعادلة التفاضلية التي تنمذج ( 1)

 

   tي زمن  أد رتفاع عنوجد معادلة الاأ( 2)

 

 

 

 

 

 ثواني  3 وجد ارتفاع الكرة بعد أ (3)

 

 

  كرة   ليه الإقصى ارتفاع تصل أوجد أ (4)

 

 

 

 بالهواء(    قدار الزمن التي تبقى فيه الكرة زمن التحليق للكرة ) مد وجأ( 5)
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1000رتفاع  غيمة على االمطر من رات تسقط قط( 1) m وجد السرعة المتجهة لقطرة أ  ضرعن سطح الا

 قاومة الهواء(م هلرض  )تجاالأطدامها بالماء عند اص

 

 

 

 

160فاع  ترا منسفل للأ قذف جسم ( 2) ft 48 بسرعة متجهة و رضعن سطح الأ /ft s رعة وجد السأ

 اء(مقاومة الهو رض  )تجاهلبالأ دامهعند اصط للجسمتجهة الم

 

 

 

 

 

80 سيا  من ارتفاع أسقطت كرة ر( 3) ft  على الأرض للأأسيا من ر ت تم قذف كرةوفي نفس الوق

40 وبسرعة  / sftالهواء(هل مقاومة )تجا  ،حدد الارتفاع الذي تلتقي عنده الكرتين 

 

 

 

 

 

 

 ي جسمأمثل  ، مثل الغطاس ، قطرة الماء مثل الكرة 
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1.35 هيلتسديد الكرة لاعب كرة سلة قدمي  هليإصل ت  قصى ارتفاعأذا كان إ( 1) m  وجد السرعة أ

 )تجاهل مقاومة الهواء( لى هذا الارتفاع إليصل  اللاعب اهب قفزالمتجهة الابتدائية التي 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hع  رتفايسقط جسم من ا( 2) ft  سطح الارض من  

رض بعد الزمن صل إلى الأسم يلجأن ابين )أ( 
1

4
T H s=  واء(ة اله)تجاهل مقاوم 

 

 

 

 

8رض  هياصطدامه  بالأ م  عندة للجسالسرعة المتجهن أبين  )ب(  /V H ft s=                                  )تجاهل الهواء( −
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 فقيةالحركة الرأسية والأ دلاتعالى مإج في حركة المقذوف في بعدين نحتا

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 التفاضلية  ي زمن في المعادلةأعند  للأعلى أو الأسفل سياًأتعطى معادلة حركة مقذوف يتحرك ر( 1)

2 2

0 0( ) 9.8 / 32 / , (0) sin , (0)y t m s or ft s y v y y = − − = =                          

 زاوية ميل المقذوف عن المستوى الأفقي حيث 

 

 

 

 

             التفاضلية  ي زمن في المعادلةأعند لليمين أو لليسار   أفقيا تعطى معادلة حركة مقذوف يتحرك ( 2)

                          .0 0( ) 0 , (0) cos , (0)x t x v x x = = = 

 

  

 

 

 
 
ي بعدين  ثانيا

ن
 : حركة المقذوف ف

0

2

0 0

( ) sin

1
( ) sin

2

y t g t v

y t g t v t y





 = − +

= − + + 

0

0 0

( ) cos

( ) cos

x t v

x t v t x





 =

= +
 

2 29.8 / 32 /g m s or g ft s= = 

فقية دائما السرعة الأ

ثابتة طول فترة 

 الرحلة

 معادلة السرعة الراسية

 معادلة الارتفاع

معادلة السرعة 

 معادلة المدى الافقي الافقية

 ملاحظات )من الفيزياء(

 ( زمن التحليق للمقذوف 1)

 

 ( اقصى ارتفاع 2)

 

 ( المدى الافقي 3)

 

02 sinv
T

g


= 

2 2

0 sin

2

v
H

g


= 

2

0 sin 2v
R

g


= 

تستخدم هذه 

القوانين للتاكد من 

الاجابات او لمسائل 

 اختيار من متعدد
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98قدرها تطلق قذيفة بسرعة ابتدائية متجهة  /m s  ،                                                                    

  ل قدرهابزاوية مي
3


 =   

 )معادلة الارتفاع(  tي زمن أوجد معادلة الحركة الرأسية  في  أ( 1)

 

 

 

 

   tفي  أي زمن   أوجد معادلة الحركة الافقية( 2)

 

 

 

 وجد زمن التحليق للقذيفة أ( 3)

 

 

 

 

     (أقصى بعد تصل إليه القذيفة) المدى الأفقي وجدأ( 4) 
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6 ارتفاع يتم اطلاق جسم من  (1) ft 48ة يئادبسرعة ابت و  20بزاوية /ft s                                                        

  الأفقي لجسم  ىداوجد زمن التحليق  والم

 

 

 

 

 

 

6 كرة بيسبول من ارتفاع ،لاعبيطلق  (2) ft   130قدرها  ابتدائية  ةفقيأ وبسرعة /ft s   

60  المنصة ) على بعد لى إوجد ارتفاع الكرة عندما تصل أ( أ) ft  ) 

 

 

  

 

 

 

  yو   xتربط  اكتب المعادلة التي( ب)

 

 

 

0الزاوية  = 

 السرعة الأفقية ثابتة
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256 ارتفاع  لىيد طائرة عتر (1) ft  ،موقع معين على الأرض، إذا كان للطائرة اسقاط إمدادات إلى 

100سرعة أفقية  /ft sبعدها الطائرة عن الهدف عند إطلاق الإمدادات من تما المسافة التي ينبغي أن ،ف

 ذوف(قى الافقي للمالمد )اوجد أجل أن تسقط في الموقع المستهدف.

  

 

 

 

 

 

 

 

6 اع فترامن  كرة قدم ق يتم اطلا (2) ft  80بسرعة ابتدائية  و /f s  في نهايةيقف شخص   8يةاوبزو 

                              ة                  كرالشخص الا في اتجاه الرمي ،هل سيلتقط هذ  40ydبعد  يالملعب و

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ملاحظة

1 3yd ft=
 

 

256 

ft 
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10ارتفاع  من يطلق لاعب، كرة تنس  ft  

176 ابتدائيةبسرعة و  /ft s 

  7فقي  قياسها أسفل الخط  الأوبزاوية ميل    

 شكلبال كما هو موضح 

   tي زمن أسية  في  وجد معادلة الحركة الرأأ( 1) 

 

 

   tن زمي أفقية  في  أوجد معادلة الحركة الأ( 2)

 

 بكة    الش لىإوجد زمن وصول الكرة أ( 3)

 

 

 شبكة ؟فوق ال الكرةهل ستمر   ،الشبكة أوجد ارتفاع الكرة عن الأرض عند وصول الكرة إلى( 4)

 

 التحليق للكرة  نمزوجد أ( 5)

 

 فقي  للكرة   أوجد المدى الأ( 6)

  

60)على بعد   دخارج الح مأداخل هل ستكون الكرة ( 7) ft    )من اللاعب 
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2wوالتي تدور بمعدل  لجص 0.01التي تزن بوللكرة البيسالجانبية  وجد معادلة الحركة أ راديان  =

                  والسرعة الابتدائية صفر.  صفربتدائية حيث ترمى الكرة  من الموقع صفر والزاوية الا بالثانية

 نصف ثانيةبعد الجانبية لكرة وجد موقع اأثم  

0.1
( ) sin(4 2 0) , (0) 0 , (0) 0

0.01
x t t x x

−
 =   + = = 

( ) 10sin(8 ) , (0) 0 , (0) 0x t t x x = − = = 

 

 

 

 

 

 

 بحمد الله السادسة دةنتهت الوحا

 راديان في الثانية بالمعادلة التفاضلية  w  لكرة تتحرك وتدور بمعدلالجانبية   تعطى المسافة 

0

0.1
( ) sin(4 ) , (0) 0 , (0) 0x t wt x x

m


−
 = + = = 

 الزاوية الابتدائية عند رمي الكرة 0حيث 

 بالقدم xو ب صلج  كتلة الكرة mو

 
 
ي ثالثا

ن
 ( معادلة الحركة لقذيفة جنونيةثلاث أبعاد ): حركة المقذوف ف

 قوة ماغنوس
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 اليةلاجابة الصحيحة لكل فقرة من الفقرات التاختر ا

yورة بين الدالتين صالمح نطقةمساحة الم نّإ (1) x=  و
2y x= لتعطى بالتكام 

 

(a)
1

2

0
( )x x dx−  (b)

1
2

0
( )x x dx−   

(c)
1

4

0
( )x x dx −   (d)

1
2

0
2 ( )x x x dx −   

 

 الدالة بينالمحصورة  ةمساحة المنطق نّإ (2)
24y x= 2yوالمستقيم  − x=  كامللتبا  تعطى  −

(a)
2

2

3
( 6)x x dx

−
+ −  (b)

2
2

3
( 6)x x dx

−
− − +   

(c)
2

2

3
( 2)x x dx

−
− − −   (d)

2
2

3
( 2)x x dx

−
+ −   

 

 الدالة بينالمحصورة  مساحة المنطقة إنّ (3)
25y x x= 2yوالمستقيم  − x= تساوي 

 

(a) 25

6
 (b) 9

2
  

(c) 27

2
  (d) 45

2
  

 

 السادسةتمارين عامة على الوحدة 
جابات التمارين العامة موجودة ا

 في آخر صفحة بالوحدة

                 الأولاسئلة الدرس        / / / / /               دسةالساالوحدة 
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الة لدباالمحصورة  لمنطقةمساحة ا إنّ (4)
2y x=  6والمستقيمy x=  تساوي −

 

(a) 25

6
 (b) 75

6
  

(c) 125

3
  (d) 125

6
  

 

 الدوالمساحة المنطقة المحصورة بين  نإ (5)

 
2

2

1
y

x
=

+
y و   x=   

 −1,1هما للدالتتين  حيث نقاط التقاطع 

 هي

(a)
1

1 2

0
2tan x x− −   (b) 1

1 2

0
4tan x x− −    

(c)
1

1 2

1
4tan x x−

−
−    (d)

1
1

1
tan x x−

−
−    

 

بالدالة ورة المحص نطقةمساحة الم إنّ (6)
3

1 ( 1)y x= 2 والمستقيم  − 1y x=  تساوي −

(a) 1

2
 (b) 1

4
  

(c) 1  (d) 0   
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y الدالةبين صورة المح مساحة المنطقة نّإ (7) x= لمستقيم وا
2

x
y  تعطى بالتكامل =

(a)
2

2

0
( )

2

y
y dy−  (b)

2
2

0
( 2 )y y dy−   

(c)
2

2

0
(2 )y y dy−   (d)

4
2

0
(2 )y y dy−   

 

 تساوي بالمنحنيينالمحصورة  احة المنطقةمس إنّ (8)

(a) 32

3
 (b) 64

3
  

(c) 16

3
  (d) 128

3
  

 

بالعلاقة صورة المح مساحة المنطقة إنّ (9)
24x y= 2x والمستقيم  − y=  تساوي −

(a) 125

12
 (b) 125

2
  

(c) 125

3
  (d) 125

6
  

 

  كامل عطى بالتتة المظلل ساحة المنطقةم نإ (10)

(a)
1

0

(2 )y y dy−  (b)
2

0

(2 )y y dy−   

(c)
2

2

0

( 2 )y y dy+ −   (d)
22

0

(1 )
4

y
dy−   
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التكامل الشكل المجاور،  في (11)

2

2

0

(2 )x x dx− المساحة عنيعبر 

(a) 1A  (b) 2A   

(c) 3A   (d) 1 2A A+   

  المجاور، التكاملالشكل  في (12)

4

0

(2 )y dy−  المساحة عنيعبر 

(a) 1A  (b) 2A   

(c) 3A   (d) 2 3A A+   

التكامل اور، المج الشكل في (13)

2

2

0

(4 )x dx−  المساحة عنيعبر 

(a) 1A  (b) 2A   

(c) 2 3A A+   (d) 1 2A A+   

 

2yمساحة المنطقة المحصورة بين المنحنيين    إنّ( 14)  x=  ، 22y x= 0,2الفترة  على   −    تساوي 

(a) 8

3
 (b) 4

3
  

(c) 6   (d) 4   
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sinyحنيين مساحة المنطقة المحصورة بين المن نّإ (51) x= ، cosy x=    0على الفترة,    تساوي 

(a)
0

(cos sin )x x dx


−  (b)
0

(sin cos )x x dx


−   

(c) 4

0
4

(cos sin ) (sin cos)x x dx x dx




− + −    (d) 3

4
3

0
4

(cos sin ) (sin cos)x x dx x dx




− + −    

 ةبالدالمساحة المنطقة المحصورة  إنّ (16)

1

2
x

y e= 0  موالمستقيy 0,2على الفترة    =    تساوي 

(a) 2 2e −  (b) 2 1e −   

(c) 1
( 1)

2
e −   (d) 1

( 2)
2

e −   

) بالدالةالمحصورة  R التكامل الذي يمثل مساحة المنطقة  إنّ (17) )y f x=     والدالة( )y g x=   

على الفترة   ,a b  يعطى بالتكامل 

 (a) ( ) ( )

b

a

f x g x dx−  (b) ( ) ( )

b

a

f x g x dx−   

(c) ( ) ( )

b

a

f x g x dx+   (d) ( ) ( )

b

a

g x f x dx−   

y تاميالمستقين ساحة المحصورة بالم عنبر عي ذيال نفردالمل متكاال نإ (18) x=،2y =، 

6y x= −،0y  هو     =

  (a)
3

0

(6 2 )y dy−  (b)
2

0

(6 2 )y dy−   

(c)
3

2

(6 2 )y dy−   (d)
2

0

(2 6)y dy−   
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 المستقيماتساحة المحصورة بين الم عبر عني الذي نفردالمتكامل ال نإ (19)

y x=،6 2y x= − ،0y  هو     =

  (a)
3

0

(6 2 )x dx−  (b)
2

0

(6 3 )x dx−   

(c)
2

0

3
(3 )

2
y dy−   (d)

3

0

3
(3 )

2
y dy−   

 ىساحة المحصورة بين المنحنالم يعبر عن لذيا نفردالمتكامل ال نإ (20)
2x y=  ، 4 والمستقيمx                               هو   =

(a)
4

2

0

(4 )y dy−  (b)
2

2

2

2 (4 )y dy
−

−   

(c)
2

2

0

2 (4 )y dy−   (d)
2

2

0

2 ( 4)y dy−   

 

               المظللةة المنطق ثل مساحةيمحدى التكاملات إ (21)

(a)
0

( )

b

f x dx  (b)
0

( ( ))

b

a g y dy−   

(c)
0

( ( ))

a

b f x dx−   (d)
0

( )

b

g y dy   

 

2y قة المحصورة بين المنحنيين  مساحة المنط نإ( 22) x=  ، y x=    ساويت 

(a) 1

2
 (b) 1

3
  

(c) 1

6
  (d) 3

2
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2   المنحنى مساحة المنطقة المحصورة بين  نإ( 23) 4y x= 24y  والمنحنى ،  − x=  تساوي    −

(a) 64

3
 (b) 32

3
  

(c) 16

3
  (d) 8

3
  

 قيمة التكامل  نإ (24)
2

0

( ) ( )f x g x dx  −     ويساي  

(a) 4  (b) 2   

(c) 0   (d) 6   

 

y بالمنحنىالمحصورة  R التكامل الذي يمثل مساحة المنطقة  نإ (25) x= المستقيم   و y x= − 

2yم المستقيو  يعطى بالتكامل   =

 (a)
2

2

0

( )y y dy+  (b)
2

2

0

( )y y dy−   

(c)
4

0

( )x x dx+   (d)
4

0

( )x x dx−   

lny المنحنىوجد مساحة المنطقة المحصورة بين أ (26)  x=  0 المحور وy x والمستقيم  و   = e=  

(a)
0

ln

e

x dx  (b)
1

0

ye e dy−   

(c)
1

0

ye dy   (d)
1

e

ye e dy−   
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 تعطى بالتكامل  x  ور بالدالتين ومحالمساحة المحصورة  نإ (27)

 

 

 

(a)
1

2

0

(2 )y y dy− −  (b)
2

0

(2 )y y dy− −   

(c)
2

2

0

(2 )y y dy− −   (d)
1

0

(2 )y y dy− −   

 

 

   لتكاملالمنطقة المظللة تعطى با مساحة (28)

 

 

(a)
0

( ) ( )

c

f x g x dx−  (b)
0

( ) ( ) ( ) ( )

a c

a

f x g x dx g x f x dx− + −    

(c) 1 1

0

( ) ( )

b

f y g y dy− −−   (d) 1 1

0

( ) ( )

b

g y f y dy− −−   

2yالدالة  المحصورة بين لمنطقةمساحة ا ذا كانتإ (29) x=  والمستقيمy kx=   هي
4

3
 ويتسا kن إف 

(a) 1 (b) 2   

(c) 3   (d) 4   
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1ين  ساحتعل المتج التي  1A  قيمة إنّ  (03) 2,A A   في الشكل المجاورمتساويتين                                         

2yحيث   x x= yو  − kx=  هي 

(a) 1

12
 (b) 1

6
  

(c) 1

8
  (d) 1

2
  

 

)هو 10000ها  عدد سكانتغير عدد المواليد في مدينة كان معدل ذا إ (31) ) 10 2B t t=  شخص  +

) الوفيات هوعدد  ومعدل  ) 4D t t=  يكون سنة  30بعد السكان عدد  نإف  شخص  +

(a) 10630  (b) 11770   

(c) 11200   (d) 11500   
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العرضي   هالذي مقطعحجم الهرم  إنّ( 1)
4

( ) (10 )
25

A x x=  يساوي  متر  10   هوارتفاع −

(a) 8  (b) 16   

(c) 24   (d) 12   

 

 لمحدودة ا ةنطقالم هقاعدت حجم المجسم الذي  إنّ (2)

2  بالدالة siny x=  0  تقيمالمسوy 0ترة على الف  = x    

 ضلاع متعامدة متساوية الأ اتثمثلهي  عرضية الالمقاطع و

 يساوي xعلى محور 

(a) 4 3  (b) 2 3   

(c) 3   (d) 3 3   

2siny المنطقة المحدودة بالدالة  هقاعدت ي لمجسم الذن حجم اإ (3) x=  0يم والمستقy =  

0على الفترة    x   لى محور ع متعامدة قطارهامربعات أهي   يةعرضالالمقاطع وx يساوي 

(a) 1 (b) 2   

(c) 1

4
  (d) 1

2
  

 

 

 

ي اسئلة الدرس        / / / / /               دسةالساالوحدة 
                 الثانن
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2yالمنطقة المحدودة بالدالتين   هقاعدت حجم المجسم الذي  نّإ (4) x=  ، 22y x= الفترة على  −

1 1x−   متعامدة على محور ت هي مربعا عرضية الالمقاطع وx يساوي 

(a) 32

15
 (b) 64

15
  

(c) 128

15
  (d) 8

15
  

lnyلدالتين  اعدته المنطقة المحدودة باق لذي حجم المجسم االتكامل الذي يمثل  إنّ  (5) x= ،0y = 

2xوالمستقيم   هو xمتعامدة على محور هي مربعات  عرضية الالمقاطع و =

(a)
2

2

0

(ln )x dx  (b)
2

2

0

(ln )x dx    

(c)
2

2

1

(ln )x dx   (d)
2

1

ln x dx   

 متر  100و وارتفاعه   متر180قاعدته   علضمربعة الشكل وطول  هقاعدت حجم الهرم  الذي  إنّ (6)

 التكاملب يعطى 

a)
100

2

0

9
(180 )

5
x dx−  (b)

100
2

0

9
(180 )

5
x dx −   

(c)
50

2

0

9
(180 )

5
x dx−   (d)

100
2

0

5
(90 )

9
x dx−   

2لمحدودة بالدالة  ا المنطقة هقاعد حجم المجسم الذي  إنّ (7) 6x y= − المقاطع و ، لربع الأولا في  +

 اوييس yمحور امدة على متعهي مربعات  ضية عرال

(a) 12  (b) 36   

(c) 18   (d) 72   
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y  المحصورة بالمنحنىRة لناتج عن دوران المنطقسم االمج حجم إنّ (8) x=ور ومحxعلى الفترة   0,4 

 تساوي الأقراصبطريقة  xحول محور  

(a) 8  (b) 16   

(c) 8   (d) 16   

y بالدالة المحصورة  Rسم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم إنّ (9) x=  2قيم و والمستy =     

  على الفترة yمحور و 0,4  ورحول محx  ساوييبطريقة الحلقات 

(a) 8  (b) 16   

(c) 8   (d) 16   

2y  بالدالة لمحصورة ا Rوران المنطقة سم الناتج عن دالمج حجم إنّ (10) x=    2  والمستقيمy x= +  

 يساويبطريقة الحلقات   x روحول مح

(a) 72

5

  (b) 36

5


  

(c) 39

2


  (d) 144

5


  

  المحصورة بالمنحنىRن المنطقة سم الناتج عن دوراالمج حجم نإ (11)
2

2

1

x
y

x
=

+
  على الفترةxومحور 

 0,1   حول محورx اويتس 

 (a) 2 ln 2  (b) ln 2   

 (c)
2

2


  (d)

2

4
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cosy  الة بالد دةالمحد  سم الناتج عن دوران المنطقةالمج جمح نإ (21) x=    0والمستقيمy =                 

,فترة  على ال    x  ل محورحو
2 2

  
− 
 

 يساوي     

 

 

(a)   (b) 2   

(c) 3   (d) 4   

 

secy  المحددة بالمنحنى   ان المنطقةردوتج عن ناسم الالمج حجم نإ (31) x=    0والمستقيمy =                 

,0على الفترة     xمحور  حول 
4

 
 
 

 ساويي 

(a)   (b) 2   

(c) 8

3


  (d)

2

4


  

 

24yبالمنحنى المحصورة Rسم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم إنّ (41) x= 0xوالمستقيم   − =    

1y  والمستقيم  يساوي الأقراصبطريقة   yحول محور    =

(a) 9

2
  (b) 16

3
   

(c) 8

3
   (d) 64

3
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21المحددة بالدالة   عن دوران المنطقةسم الناتج المج حجم نإ (51)

4
y x=   1والمستقيمy =                              

 يساوي    yحول محور  

(a)   (b) 2   

(c) 6

15
   (d) 79

80
  

   ىنالمحددة بالمنح  الناتج عن دوران المنطقة سمالمج حجم نإ (61)
2 9x y= − 0xوالمستقيم    + =       

 وييسا    yحول محور  

(a) 18  (b) 90   

(c) 1296

5


  (d) 648

5


  

y  ستقيماتلمبا المحدودة سم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم نإ (71) x=  وy x= 1xو  − =                  

2yم  المستقيل حو  طى بالتكامليع   =

  (a)
1

2 2

0

(2 ) (2 )x x dx + − −  (b)
1

0

(2 ) (2 )x x dx + − −   

(c)
1

2 2

0

(2 ) (2 )x x dx − − +   (d)
1

2 2

0

(2 ) (2 )x x dx + − −   

2  بالمنحنى المحدودة الناتج عن دوران المنطقة سم المج حجم نإ (81) 1y x= 0y المستقيمو + =      

0حيث  4x     0حولy  بالتكامليعطى   =

 (a)
4

2

0

1x dx +  (b)
4

2

0

1x dx+   

(c)
4

2

0

1x dx +   (d)
4

0

1x dx +   
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siny  ددة بالدالة المح  اتج عن دوران المنطقةسم النالمج حجم نإ (91)  x=    والدالةcosy x=    حول

,0ة  ترعلى الف    xمحور  
4

 
 
 

 يساوي     

(a) 1

2
 (b) 1

4
  

(c)
2


  (d)

8


  

 

yالمظللة  حول محور     الناتج عن دوران المنطقةسم المج حجم نإ (20) b=                                            

 ل ى بالتكاميعط

(a)  2 2

0

( )

a

b b f x dx − −  (b)   2

0

( )

b

g y dy    

(c)  
0

2 ( )

a

x f x dx    (d)   2

0

2 ( )

a

f x dx    

  نى نحالمحددة بالم  سم الناتج عن دوران المنطقةالمج حجم نإ (21)
216y x= حول   لربع الأولفي ا   −

 يساوي   yمحور  

 

(a) 128

3

  (b) 128

3
  

(c) 64

3


  (d) 256

3
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2y  بالمنحنىالمحصورة Rسم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم نإ (22) x=1 يمين والمستق, 4y y= = 

1x المستقيم ل حوبع الأول رلاوتقع ب =  يعطى بالتكامل −

  

 

 

(a)
4

2

1

( 1)y dy +  (b)
4

2

1

( 1) 1y dy + −   

(c)
4

2

1

( 1) 1y dy + +   (d)
4

1

y dy    

 

2y  المحصورة بالمستقيم المساحةعند تدوير  (32) على الفترة    xحول محور xومحور   = 0,5                            

 نفان المجسم يكو

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)   5وارتفاعها   2  اسطوانة نصف قطرها 

(b)   5وارتفاعها   4  اسطوانة نصف قطرها 

(c)   5وارتفاعها   1  اسطوانة نصف قطرها 

(d)   2وارتفاعها   5  اسطوانة نصف قطرها 
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24yبالمنحنى رةالمحصو Rعن دوران المنطقة  سم الناتجالمج حجم إنّ (1) x= 0xوالمستقيم   − =    

1y  والمستقيم  يساوي yحول محور    =

(a) 9

2
  (b) 16

3
   

(c) 8

3
   (d) 64

3
   

المحددة بالدالة  سم الناتج عن دوران المنطقةالمج حجم نإ (2)
2( ) ( 1)f x x x=   تقيم المسحول  xومحور   −

0x  يعطى بالتكامل    =

 

 

 

(a)
1

2

0

2 ( 1)x x dx −  (b)
1

2 4

0

( 1)x x dx −   

(c)
1

2 2

0

2 ( 1)x x dx −   (d)
1

2

0

( 1)x dx −   

2y  بالمنحنى  صورةلمحا Rالمنطقة سم الناتج عن دوران المج حجم إنّ (3) x=    والمنحنىy x=           

 يساوي yول محور ح

(a) 3

10

  (b) 3

20


  

(c)
6


  (d) 5

2


  

 

                لثالثااسئلة الدرس       / / / / /               دسةالساالوحدة 
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  المنطقةالناتج عن دوران سم المج حجممل الذي يمثل التكا إنّ (4)
2

R  0ور   حول المحx  هو   =

(a)
1

2 2

0
2 ( 1)x dx  − +   (b)

1
4

0
( 4)x dx −   

(c)
1

2

0
2 ( )x x x dx  −    (d)

1
2 4

0
2 ( 1)x x dx  +    

cosy  دة بالدالة المحد  ران المنطقةسم الناتج عن دوالمج حجم نإ (5) x=   0ستقيم والمy حول    =

,على الفترة      xمحور  
2 2

  
− 
 

 يساوي     

(a)   (b) 2   

(c) 3   (d) 4   

2sinyالمحصورة بالمنحنى  R سم الناتج عن دوران المنطقةالمج حجمإنّ  (6) x=   0تقيم والمسy =  

       يساوي yحول محور  

(a)   (b) 2   

(c) 3   (d) 4   

 التين المحددة بالد  ن المنطقةراناتج عن دوسم الالمج حجميجاد إع الصدفة عند ارتفا نإ (7)
21y x= − ،  

2 1y x= 0xل المستقيم   حو −  هي    =

(a) 22 2x −  (b) 22 2x−   

(c) 21 x−   (d) 2 1x −   
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  المحددة بالدالة   قةسم الناتج عن دوران المنطالمج حجم نإ (8)
23y x= 1yوالمستقيم    − = −                

 يساوي   y حول محور 

(a) 4  (b) 8   

(c) 16   (d) 32   

  المحددة بالمنحنى   سم الناتج عن دوران المنطقةالمج حجم نإ (9)
216y x= حول   لأولا في الربع   −

 يساوي   yمحور  

(a) 128

3

  (b) 128

3
  

(c) 64

3


  (d) 256

3


  

  المحصورة بالمنحنىRسم الناتج عن دوران المنطقة المج جمح نإ (10)
2

2

1

x
y

x
=

+
  على الفترةxومحور 

 0,1  ور حول محx تساوي 

 (a) 2 ln 2  (b) ln 2   

(c)
2

2


  (d)

2

4


  

 

21المحددة بالدالة   نطقةران المسم الناتج عن دوالمج حجم نإ (11)

4
y x=  1ستقيم والمy  حول محور   =

y   يساوي 

(a)   (b) 2   

(c) 6

15
   (d) 79

80
  

 

 

عمر الخطيب محمـد                                                        عمر الخطيب  محمـد                                               عمر الخطيب        محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـد                                            عمر الخطيب              محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـد                                      عمر الخطيب                 محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـد                عمر الخطيب                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 



 Khateebacademy.com/ / 3202/4202لمادة الرياضيات للصف الثاني عشر متقدم // إعداد محمد عمر الخطيب // اوراق عمل الوحدة السادسة //  128 

 

  نطقةناتج عن دوران المسم الالمج حجمالذي يمثل  التكامل ( إن12ّ)
1

R     2حول المحورx  هو   =

(a)
1

2

0
2 (2 )x dx  − −   (b)

1

0
2 (1 )x x dx −   

(c)
1

2

0
2 (2 )x dx  −    (d)

1

0
2 (2 )(1 )x x dx − −   

yالمظللة  حول محور     ان المنطقةسم الناتج عن دورالمج حجم نإ (13) b=    يعطى بالتكامل                                         

(a)  2 2

0

( )

a

b b f x dx − −  (b)   2

0

( )

b

g y dy    

(c)  
0

2 ( )

a

x f x dx    (d)   2

0

2 ( )

a

f x dx    

                                                                                       ظللة  الم قةان المنطورن دع الناتج سمالمج حجم نإ (14) 

xول محور  ح a=    يعطى بالتكامل 

(a)
0

2 ( )

a

x f x dx   (b)   2

0

( )

b

g y dy    

(c)
0

2 ( ) ( )

a

a x f x dx −   (d)   2

0

2 ( )

a

f x dx    

   بالمنحنىالمحددة   سم الناتج عن دوران المنطقةالمج حجم نإ (15)
24x y y= 0xستقيم والم   − =   

1yيم والمستق  اويسي   yمحور  حول   =

(a) 103

5

  (b) 153

5


  

(c) 13

5


  (d) 306

5
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  ددة بالمنحنى المح  ةسم الناتج عن دوران المنطقالمج حجم نإ (16)
2yx e−=    والمستقيم الأول  في الربع

1y  يساوي   xحول محور   =

(a) 1
(1 )

e
 −  (b) 1

2 (1 )
e

 −   

(c) 1
(1 )

e
 +   (d) 1

2 (1 )
e

 +   

3sinى حنلمنابلمحددة ا  دوران المنطقةسم الناتج عن المج حجم نإ (17) x   على الفترة 0,  حول محورy   

 يساوي

(a)
0

6 sinx x dx



   (b)
0

2 sinx x dx



    

(c)
0

sinx x dx



    (d) 2

0

sin x dx



    

24yبالمنحنى صورةلمحا Rسم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم إنّ (18) x=  x ومحور  −

3xحول المستقيم     ييساو    =

(a) 32  (b) 64   

(c) 32   (d) 64   

نى بالمنح المحصورة  R الناتج عن دوران المنطقةسم المج حجم التكامل الذي يعبر عن إنّ (91)

3 3 1y x x= − 4yوالمستقيم    − = 2 على الفترة  − 2x−     3  المستقيم حولx       هو   =

(a) 392

5

  (b) 32

5


  

(c) 88

5


  (d) 328

5
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  المنحنى ددة بالمح  طقةنالم ناعن دور سم الناتجالمج جمح نإ (20) 
2 9x y= − 0xوالمستقيم    + =       

 يساوي    yور  مح حول

(a) 18  (b) 90   

(c) 1296

5


  (d) 648

5


  

secy  المحددة بالمنحنى   سم الناتج عن دوران المنطقةالمج حجم نإ (21) x=    0والمستقيمy حول  =

,0على الفترة     x  محور
4

 
 
 

 يساوي 

(a)   (b) 2   

(c) 8

3


  (d)

2

4


  

  ددة بالدالة المح  ةسم الناتج عن دوران المنطقالمج حجمثل التكامل الذي يم نإ (22)
26y x x= −   

0y   والمستقيم  هو    yمحور حول     =

   لةلداابة ددلمحا دوران المنطقة سم الناتج عنالمج حجمثل التكامل الذي يم نإ (23) 
2y x=    والمستقيم

0y 2xحول المستقيم       = = على الفترة      − 1,1−     هو 

(a)
6

2

0
2 (6 )x x x dx −  (b)

6
2

0
(6 )x x x dx −   

(c)
6

2 4

0
(36 )x x x dx −   (d)

6
2

0
(3 9 )y dy + −   

(a)
1

2

1
2 ( 2)x x dx

−
−  (b)

1
2

1
2 ( 2)x x dx

−
+   

(c)
1

2

1
2 ( 2)x x dx

−
+   (d)

1
2

1
2 (2 )x x dx

−
−   
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  لة المحددة بالدا  وران المنطقةسم الناتج عن دالمج حجمالتكامل الذي يمثل  نإ (24)
3y x=   يم والمستق

8y 1x والمستقيم     = 2xقيم   حول المست   =  هو     =

  الة ددة بالدالمح  سم الناتج عن دوران المنطقةالمج حجميجاد إدفة عند قطر الصنصف  نإ (25)

22y x= yوالمستقيم    − x= 1xحول المستقيم    − =  هو    −

(a) 1 x−  (b) 1x −   

(c) 1y −   (d) 1x +   

  المحددة بالدالة   م الناتج عن دوران المنطقةسالمج حجميمثل ي الذ لالتكام نإ (26)
3y x=    والمستقيم

y x=    4ل المستقيم  حوx لى الفترة  ع    = 0,1      هو 

  لة ددة بالداالمح  نطقةسم الناتج عن دوران المالمج حجميجاد إارتفاع الصدفة عند  نإ (27)
22y x= −   

yوالمستقيم  x=     3يم   ل المستقحوx  هو    =

(a) 22 x x− −  (b) x   

(c) 22x x− −   (d) 2 2x x+ −   

(a)
8

3

1
2 (2 )(1 )y y dy − −  (b)

2
6

1
2 (64 )x dx −   

(c)
2

3

1
2 (2 )(8 )x x dx − −   (d)

8
3

1
2 (8 )( 1)y y dy − −   

(a)
2

1
23

0
( )y y dy −  (b)

1
1

23

0
( )y y dy −   

(c)
1

3

0
2 (4 )( )x x x dx − −   (d)

1
2 6

0
2 (4 )(4 )x x dx − −   
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 الدائرةب المحدودة سم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم نإ (28)
2 2 1x y+ 2yحول  = =               

 يعطى بالتكامل 

 

 

 

 (a)
1

2

1

4 1y y dy
−

−  (b)
1

2

1

4 ( 2) 1y y dy
−

− −   

(c)
1

2

1

4 (2 ) 1y y dy
−

− −   (d)
1

2

1

2 (2 ) 1y y dy
−

− −   

  

 يمثل التكامل (29)
2

0
2 (4 )( )y y y dy − + عن تدويرالمنطقة المحدود ناتج  جم مجسم حR  بطريقة

 ونن محور الدوران يكإف الاصداف 

(a) 4y =  (b) 4x =   

(c) 0y =   (d) 2y =   

 المظللة  يعطى بالتكامل  سم الناتج عن دوران المنطقةالمج حجمذا كان إ (30)

 
22

0

( ( ) )

b

v a g y dy= −          يكون   الدوران  ن  محورإف 

(a) 0x =  (b) 0y =   

(c) x a=   (d) y b=   
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مل المظللة  يعطى بالتكا  تج عن دوران المنطقةم الناسالمج جمح كان اذإ (31)

 
22

0

( ( ) )

a

v b b f x dx= − −                ور الدوران  يكون  ن  محإف 

(a) 0x =  (b) 0y =   

(c) x a=   (d) y b=   

 

يمكن كتابة  التكامل   (32)
4 2 2 2

0

1
( ) ( )

8
x x dx

 
− 

 
 بدلالةy على الشكل التالي 

(a) 2 2

0
2 8y y y dy  −

   (b) 4 2

0
2 8y y y dy  −

    

(c) 2 2

0
2 8y y y dy  −

    (d) 4 2

0
2 8y y y dy  −

    

 

2  المحصورة بالمنحنىRران المنطقة عن دو م الناتجسالمج محج نإ (33) xy e=ر وومحxفترةعلى ال   0,1 

1x المستقيم  حول   يعطى بالتكامل =

(a)
1

2

0

2 xx e dx   (b)
1

2

0

2 ( 1) xx e dx −   

(c)
1

2

0

2 (1 ) xx e dx −   (d)
1

4

0

2 ( 1) xx e dx −   
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2y  بالمنحنىلمحصورة اRسم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم نإ (34) x=1 ستقيمين والم, 4y y= = 

1x المستقيم لربع الأول حول تقع باو =  يعطى بالتكامل −

  

 

 

(a)
4

2

1

( 1)y dy +  (b)
4

2

1

( 1) 1y dy + −   

(c)
4

2

1

( 1) 1y dy + +   (d)
4

1

y dy    

 

2  بالمنحنى دودة المحسم الناتج عن دوران المنطقة المج حجم نإ (35) 1y x= 0y المستقيمو + =      

0حيث  4x     0حولx  التكامليعطى ب  =

 (a)
4

2

0

2 1x x dx +  (b)
4

2

0

2 1x dx +   

(c)
4

2

0

2 1x dx +   (d)
4

2

0

1x x dx +   
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tany  امل الذي يمثل طول منحنى الدالةالتك نإ (1) x=    0على الفترة,
4

 
 
 

 هو        

 

طول منحنى الدالة  نإ( 2)

3

2
2

( ) ( 1)
3

f x x= على الفترة − 1,3   يساوي 

(a) 4  (b) 2.8   

(c) 8   (d) 4.2   

) طول منحنى الدالة نإ( 3) )f x     حيث ،
2( ) 2f x x x = على الفترة    − 2,4 يساوي 

(a) 8  (b) 4   

(c) 2   (d) 1  

)طول منحنى الدالة  نإ( 4) )f x    حيث ،
2

3

( ) 4 1

x

f x t dt= −  على الفترة   3,5 يساوي 

(a) 9  (b) 25   

(c) 16   (d) 32   

(a)
4

4

0
1 sec x dx



−  (b)
4

4

0
1 sec x dx



+   

(c)
4

4

0
1 tan x dx



−   (d)
4

4

0
1 tan x dx



+   

                 رابعالاسئلة الدرس       / / / / /               دسةالساالوحدة 
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ln ى الدالة ذي يمثل طول منحنالتكامل ال نإ (5) secy x=    على الفترة 0,b     هو 

    الدالةطول منحنى  إن (6)
0

sin

x

uy e u du−=     على الفترة 0,1  يعطى بالتكامل 

الدالة  نىطول منح نإ (7)
2( ) 1f x x= الفترة على   − 0,1 يساوي 

40 عليق حبل بين عمودين البعد بينهما  عند ت (8) ft  ،اذا كان الحبل يتخذ شكل سلسلة معادلتهإ  

/20 /2010( )x xy e e−= 20 حيث   + 20x−   يعطى بالتكامل  ل الحبلإن طوف 

 (a)
20

/20 /20

20

1

2

x xe e dx−

−

−  (b)
20

/20 /20

20

1

2

x xe e dx−

−

+   

(c)
20

/20 /20

20

1

2

x xe e dx−

−

+   (d)
20

/20 /20 2

2

1
( )

2

x xe e dx−

−

+   

(a)
0

sec
b

x dx  (b) 2

0
sec

b

x dx   

(c)  
2

0
1 lnsec

b

x dx+   (d) 2 2

0
1 sec tan

b

x x dx+   

(a)
1

0

1 sinxs e x dx−= +  (b)
1

2 2

0

1 sinxs e x dx−= +   

(c)
1

2 2

0

2 1 sinxs e x dx −= +   (d) 2
1

2

0

1 sinxs e x dx= +   

(a) 1

2
  (b) 1

4
   

(c)    (d) 2   
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lny ر الدالة  ذا تم تدويإ (9) x=   لى الفترة ع 1,e ورحول مح x      ثل المساحة ن التكامل الذي يمإف

 هوالسطحية 

الدالة عن دوران مساحة سطح الجسم المتولد  نإ( 10)
31

( )
9

f x x=   حول محورx ى الفترةعل  0,3 

 ساويت

الجسم المتولد عن دوران الدالة  احة سطحمس إن (11)
2( ) 1f x x= على الفترة  xحول محور   −

 1,1− تساوي 

 الدالةى تكامل الذي يمثل طول منحنال إن  (12)
21 1

( ) ln
4 2

f x x x= 1حيث     − 2x  هو 

(a)
2

1

1 1

2
x dx

x
+  (b)

2

1

1 1

2
x dx

x
−   

(c)
2

1

1
x dx

x
+   (d)

2

1

1
x dx

x
−   

a)  
2

1
2 ln 1 ln

e

x x dx +  (b) 2

1
2 ln 1

e

x x dx +   

(c) 2

1

ln
2 1

e x
x dx

x
 +   (d)

1
2

20

ln
2 1

x
x dx

x
 +   

(a)
3

4

0
2 1 9x x dx +  (b)

3
3 4

0
2 1 9x x dx +   

(c)
3

2 4

0

1
6 1

9
x x dx +   (d)

3
3 4

0

2 1
1

9 9
x x dx +   

(a)   (b) 2   

(c) 8   (d) 4   
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)طول منحنى الدالة  ذا كانإ( 13) )f x    يعطى بالتكامل  (1,6)الذي يمر بالنقطة

4

4

1

1 9s x dx= +  ن الدالة إف( )f x  تكون ن أممكن 

(a) 2( ) 3 3f x x= +  (b) 3( ) 5f x x= +   

(c) 3( ) 6f x x= +   (d) 3( ) 6f x x= −   

) دوير المثلث الذي رؤوسه تم ته انى فرض عل( 41) 1, 1) , (0,1) , (1, 1)− − مساحة  فان yر   حول محو −

 تساوي المتولد السطح

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) 5   (b) 5  +   

(c) 2 5    (d) 2 5 2 +   
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6 قذف  جسم من ارتفاع  (1) m   1.2 سفل قدرها  الأرض بسرعة متجهة للأ سطحعن /m s ن الشروط إ

  دلة التفاضلية  هي  هذه المعا لتي تنمذجالابتدائية ا

(a) (0) 6 , (0) 1.2y y= = −  (b) (0) 6 , (0) 1.2y y= − = −   

(c) (0) 6 , (0) 1.2y y= =   (d) (0) 6 , (0) 0y y= =   

19.6 هة ابتدائيةة متجرعسياً للاعلى بسأت كرة ر( قذف2) /m s  التحليق  ن زمنإ،بتجاهل مقاومة الهواء

 ساوييللكرة 

(a) 2  (b) 4   

(c) 3   (d) 6   

36   س على ارتفاع يسقط غطاس من  منصة الغط( 3) m  مة الهواءجاهل مقاومن سطح الماء، بت 

 تساوي  مه  بسطح  الماءداطسرعة الغطاس عند اص إن 

(a) 26.5 /m s  (b) 29.4 /m s−   

(c) 72 /m s   (d) 72 /m s−   

160سفل من ارتفاع  سم  للأقذف ج( 4) ft 48 ة متجهة بسرعو ضعن سطح الار /ft s السرعة إن  ف

 ل مقاومة الهواء()تجاه ض  تساوي رعند اصطدامه بالأ للجسمة المتجه

(a) 112 /ft s−  (b) 101 /ft s−   

(c) 54 /ft s−   (d) 32 /ft s−   

 

                خامسالاسئلة الدرس     / / / / /               دسةالساالوحدة 

عمر الخطيب محمـد                                                        عمر الخطيب  محمـد                                               عمر الخطيب        محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـد                                            عمر الخطيب              محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـد                                      عمر الخطيب                 محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـد                عمر الخطيب                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 

 

عمر الخطيب محمـدعمر الخطيب                                                          محمـدعمر الخطيب                                                       محمـد  

 



 Khateebacademy.com/ / 3202/4202لمادة الرياضيات للصف الثاني عشر متقدم // إعداد محمد عمر الخطيب // اوراق عمل الوحدة السادسة //  140 

 

98 ائيةبسرعة متجهة ابتدرض ون الأم ذفت كرة ق (5) /m s  قدرها  ةوبزاوي 
6


مقاومة الهواء  بتجاهل   

  عطى بالمعادلةت tي زمن أن معادلة ارتفاع الكرة عند إ،

(a) 2( ) 4.9 98h t t= − +  (b) 2( ) 4.9 98h t t t= − +   

(c) 2( ) 4.9 49 3h t t t= − +   (d) 2( ) 4.9 49h t t t= − +   

98كرة بسرعة متجهة ابتدائية قذفت  (6) /m s   وبزاوية  قدرها
6


عادلة ن مإمة الهواء ،بتجاهل مقاو   

 بالمعادلة  عطىت tمن ي زأعند  المدى الافقي للكرة

(a) ( ) 49 3x t t=  (b) ( ) 49 3x t =   

(c) ( ) 49x t t=   (d) 2( ) 4.9 49x t t t= − +   

98متجهة ابتدائية سرعة ب قذفت كرة (7)  /m s   وبزاوية  قدرها
6


إن  المدى بتجاهل مقاومة الهواء ،   

 ييساو تقريبا  فقي للكرة الأ

(a) 424  (b) 526   

(c) 849   (d) 268   

40عة ابتدائية بسر و  30بزاويةرض من الأ طلق أ سم الأفقي لجزمن التحليق  والمدى  ن إ( 8) /m s  هما  

(a) 4 , 81.6t s x m= =  (b) 4.08 , 141.4t s x m= =   

(c) 2 , 70t s x m= =   (d) 8.163 , 282t s x m= =   
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لى الارض،اذا كان للطائرة اسقاط امدادات الى موقع معين ع،  1050m ع تريد طائرة على ارتفا (9)

115ة سرعة افقي /m s فان المسافة التي ينبغي ان تبعدها الطائرة عن الهدف عند اطلاق الامدادات من،

 اجل ان تسقط في الموقع المستهدف هي

(a) 1190  (b) 1682   

(c) 932   (d) 841  

4بسرعة متجهة ابتدائية  صل سم من نقطة الأجقذف  (10)  /ft s  بتجاهل مقاومة    45ها قدروية  زاوب

 تعطى بالمعادلة yو  xة الحركة بدلالمعادلة ن إالهواء ،

(a) 22y x x= − +  (b) 2y x x= − +   

(c) 2 2y x x= − +   (d) 216 4y x x= − +   

Hفاع  يسقط جسم من ارت( 11)  ft  رض بعد الزمنلى الأإن  الجسم يصل إف رضسطح الا منT 

 ة الهواء(م)تجاهل مقاوساوي  ي  

(a) T H s=  (b) 8T H s= −   

(c) 1

2
T H s=   (d) 1

4
T H s=   
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 السادسة الوحدة  إجابات
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