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أهداف التعلم

.وىحل المشكلات الاقتصادية والعلمية فى القيم القص•
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مفردات الدرس

متوسط التكلفة/ هامش / مجموع •

.مرونة الطلب •

نقطة التكافؤ/ التفاعل الكيميائى •

.الكثافة الخطية للكتلة •

الأجسام الغير متجانسة/ المواد المتجانسة •

النمو اللوجستى •
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.للدالة معدل التغير اللحظىالمشتقة هى 

مشتقة دالة التضخم:معدل التضخم :أمثلة 

مشتقة دالة الربح معدل الفائدة 

:فى الاقتصاد 

.المشتقةو هو المعدليشير إلى الهامش

معدل التغير فى التكلفة هو مشتقة دالة التكلفةالتكلفة الحدية:أمثلة 

منتج𝒙دالة التكلفة الكلية لإنتاج 

معدل التغير فى الربح هو مشتقة دالة الربح  الربح الحدى

𝑪 𝒙غير ثابتة تؤثر الكثير من عوامل الإنتاج على التكلفة مما يتسبب فى أن تكلفة كل منتج تكون .

مقدمة



+971566151988/محمد طه /أ

Tuesday, February 6, 2024

الحل

𝑪على فرض أن  𝒙 = 𝟎.𝟎𝟐𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + . وحدة من منتجات معينة 𝒙لشركة معينة تنتج ( بالدولار) هو إجمالى التكلفة  𝟒𝟎𝟎𝟎

𝒙أوجد قيمة التكلفة الحدية عند  = .وحدة 100و قارنها بالتكلفة الفعلية لإنتاج  𝟏𝟎𝟎

307 صفحة 9.1
مثال

𝑪:إجمالى التكلفة  𝒙 = 𝟎. 𝟎𝟐𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟒𝟎𝟎𝟎

′𝑪(مشتقة دالة التكلفة ) :دالة التكلفة الحدية  𝒙 = 𝟎. 𝟎𝟒𝒙 + 𝟐

𝒙التكلفة الحدية عند المنتج رقم  = 𝟏𝟎𝟎:𝑪′ 𝟏𝟎𝟎 = 𝟎. 𝟎𝟒 𝟏𝟎𝟎 + 𝟐 = دولارللوحدة 𝟔

التكلفة الفعلية لإنتاج الوحدة رقم مئة=  𝑪 𝟏𝟎𝟎 − 𝑪(𝟗𝟗)

.وحدة 100إجمالى التكلفة لإنتاج  
.وحدة 99إجمالى التكلفة لإنتاج  

= 𝟎. 𝟎𝟐(𝟏𝟎𝟎)𝟐+𝟐 𝟏𝟎𝟎 + 𝟒𝟎𝟎𝟎 − (𝟎. 𝟎𝟐 𝟗𝟗 𝟐 − 𝟐 𝟗𝟗 − 𝟒𝟎𝟎𝟎)

= 𝟐𝟎𝟎 + 𝟐𝟎𝟎 + 𝟒𝟎𝟎𝟎 − 𝟏𝟗𝟔. 𝟎𝟐 − 𝟏𝟗𝟖 − 𝟒𝟎𝟎𝟎

= 𝟓. 𝟗𝟖 $ $𝟔وهذا قريب جدًا من التكلفة الحدية البالغة   

.التكلفة الحدية سهلة فى حسابها

تكلفة 
الوحدة غير 

ثابتة

تحليل التكلفة الحدية لمنتجات تجارية

تعني معدل التغير في التكلفة عند المنتج رقم مئةx=100التكلفة الحدية عند :ملحوظة 
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الحل

is 𝑪وحدة هى 𝒙إذا كانت تكلفة تصنيع  𝒙 = 𝒙𝟑 + 𝟐𝟎𝒙𝟐 + 𝟗𝟎𝒙 + 𝒙أوجد دالة التكلفة الحدية و قارن بين التكلفة الحدية بمعدل.  𝟏𝟓 = و  𝟓𝟎

.منتجًا 50التكلفة الفعلية لـ 

Q1 313 صفحة تمرين

𝑪:إجمالى التكلفة  𝒙 = 𝒙𝟑 + 𝟐𝟎𝒙𝟐 + 𝟗𝟎𝒙 + 𝟏𝟓

𝑪′(𝒙)(مشتقة دالة التكلفة ) :دالة التكلفة الحدية  = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟒𝟎𝒙 + 𝟗𝟎

𝒙التكلفة الحدية عند المنتج رقم  = 𝟓𝟎:𝑪′ 𝟓𝟎 = 𝟑 𝟓𝟎 𝟐 + 𝟒𝟎 𝟓𝟎 + 𝟗𝟎 = دولارللوحدة 𝟗𝟓𝟗𝟎

التكلفة الفعلية لإنتاج الوحدة رقم مئة=  𝑪 𝟓𝟎 − 𝑪(𝟒𝟗)

وحدة50إجمالى التكلفة لإنتاج  
وحدة49إجمالى التكلفة لإنتاج 

= (𝟓𝟎)𝟑+𝟐𝟎(𝟓𝟎)𝟐+𝟗𝟎(𝟓𝟎) + 𝟏𝟓 − ( 𝟒𝟗 𝟑 + 𝟐𝟎 𝟒𝟗 𝟐 + 𝟗𝟎(𝟒𝟗) + 𝟏𝟓)

= 𝟏𝟕𝟗𝟓𝟏𝟓 − 𝟏𝟕𝟎𝟎𝟗𝟒

= 𝟗𝟒𝟐𝟏 𝑨𝑬𝑫 .للوحدة$ 𝟗𝟓𝟗𝟎وهذا قريب جدًا من التكلفة الحدية البالغة  

.التكلفة الحدية سهلة فى حسابها

تكلفة 
الوحدة غير 

ثابتة

تحليل التكلفة الحدية لمنتجات تجارية
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التكلفة إجمالى

الوحدات عدد
=

متوسط التكلفة

.المنتجة عدد الوحداتللإنتاج مقسومًا على التكلفة الكليةمتوسط تكلفة الإنتاج للوحدة يساوى 

متوسط التكلفة

𝑪 𝒙 =
𝑪(𝒙)

𝒙
:متوسط التكلفة 

.صغيرًاالذى يكون عنده متوسط التكلفة مستوى الإنتاج شركات الإنتاج تريد أن تعرف 

.التى عندها يكون لدينا قيمة صغرى ( عدد الوحدات ) الأعداد الحرجة لدالة متوسط التكلفة و إيجاد بإيجاد التفاضل و هذا يكون
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الحل

𝑪على فرض أن   𝒙 = 𝟎.𝟎𝟐𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + .  وحدة من منتجات معينة 𝒙لشركة معينة تنتج ( بالدولار ) هو إجمالى التكلفة  𝟒𝟎𝟎𝟎

.الذى يحقق  القيمة الصغرى لمتوسط التكلفة 𝒙فأوجد مستوى الإنتاج 

307 صفحة 9.2

مثال

𝑪:إجمالى التكلفة  𝒙 = 𝟎. 𝟎𝟐𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟒𝟎𝟎𝟎

:متوسط التكلفة 

د أعداد حرجة لإيجاد القيمة الصغرى لمتوسط التكلفة فإننا نجد مشتقة دالة متوسط التكلفة و بهذا نبدأ بإيجا

𝑪 𝒙 =
𝑪(𝒙)

𝒙

′𝑪:مشتقة دالة متوسط التكلفة  𝒙 = 𝟎. 𝟎𝟐 − 𝟒𝟎𝟎𝟎 𝒙−𝟐

:الأعداد الحرجة 

𝒙 ≈ عدد الوحدات لا يكون سالبا𝟒𝟒𝟕ً−

𝑪 𝒙 =
𝟎. 𝟎𝟐𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟒𝟎𝟎𝟎

𝒙
= 𝟎. 𝟎𝟐𝒙 + 𝟐 + 𝟒𝟎𝟎𝟎 𝒙−𝟏

𝑪′ 𝒙 = 𝟎 𝟎. 𝟎𝟐 − 𝟒𝟎𝟎𝟎 𝒙−𝟐 = 𝟎 𝟎. 𝟎𝟐 = 𝟒𝟎𝟎𝟎 𝒙−𝟐

𝒙𝟐 = 𝟐𝟎𝟎, 𝟎𝟎𝟎

أو 𝒙 ≈ 𝟒𝟒𝟕

𝟒𝟒𝟕𝟎

− − + +𝟎

𝟒𝟒𝟕𝟎
تتناقص تتزايد

𝑪
′

𝒙 < .𝟎) علي 𝟎 𝟒𝟒𝟕) 𝑪
′

𝒙 > ,𝟒𝟒𝟕) علي 𝟎 ∞) 𝑪 .قيمة صغرى مطلقة 𝟒𝟒𝟕

𝒙متوسط التكلفة له قيمة صغرى عند مستوى الإنتاج  ≈ .وحدة  𝟒𝟒𝟕

(𝟒𝟒𝟕, 𝟏𝟗. 𝟖𝟗)

𝑪 𝒙

𝑪′ 𝒙

𝒙𝟐 =
𝟒𝟎𝟎𝟎

 𝟎. 𝟎𝟐

دالة متوسط التكلفة

القيمة الصغرى لمتوسط التكلفة لمنتجات تجارية 
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كلفةأوجد مستوى الإنتاج الذى يحقق القيمة الصغرى لمتوسط الت

𝑪 𝒙 = 𝟏𝟎𝒆𝟎.𝟎𝟐𝒙

Q9 313 صفحة
تمرين

𝑪:إجمالى التكلفة 𝒙 = 𝟏𝟎𝒆𝟎.𝟎𝟐𝒙

:متوسط التكلفة 

داد حرجةلإيجاد القيمة الصغرى لمتوسط التكلفة فإننا نجد مشتقة دالة متوسط التكلفة وبهذا نبدأ بإيجاد أع

𝑪 𝒙 =
𝑪(𝒙)

𝒙

′𝑪:مشتقة متوسط التكلفة  𝒙 =
𝟎. 𝟎𝟐 𝟏𝟎𝒆𝟎.𝟎𝟐𝒙 𝒙 − 𝟏𝟎𝒆𝟎.𝟎𝟐𝒙(𝟏)

𝒙𝟐

:الأعداد الحرجة 

𝒙 = 𝟓𝟎

𝑪 𝒙 =
𝟏𝟎𝒆𝟎.𝟎𝟐𝒙

𝒙

𝑪′ 𝒙 = 𝟎 𝒆𝟎.𝟎𝟐𝒙 = 𝟎 𝒙 =
𝟏𝟎

 𝟎. 𝟐

𝒆𝟎.𝟎𝟐𝒙 > 𝟎

أو 𝟎. 𝟐𝒙 − 𝟏𝟎 = 𝟎

𝟓𝟎𝟎

− − + +𝟎

𝟓𝟎𝟎
تتناقص تتزايد

𝑪
′

𝒙 < .𝟎) علي 𝟎 𝟓𝟎)

𝑪
′

𝒙 > ,𝟓𝟎) علي 𝟎 ∞)

𝑪 𝒙متوسط التكلفة له قيمة صغرى عند مستوى الإنتاج  .قيمة صغرى مطلقة 𝟓𝟎 = .وحدة 𝟓𝟎

𝑪 𝒙

𝑪′ 𝒙
𝑪′ 𝒙 =

𝟎. 𝟐𝒙𝒆𝟎.𝟎𝟐𝒙 − 𝟏𝟎𝒆𝟎.𝟎𝟐𝒙

𝒙𝟐

𝑪′ 𝒙 =
𝒆𝟎.𝟎𝟐𝒙(𝟎. 𝟐𝒙 − 𝟏𝟎)

𝒙𝟐

دالة متوسط التكلفة

𝑪 𝒙 =
𝟏𝟎𝒆𝟎.𝟎𝟐𝒙

𝒙

القيمة الصغرى لمتوسط التكلفة لمنتجات تجارية 

الحل
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.وىحل المشكلات الاقتصادية و العلمية فى القيم القص* 

أهداف التعلم
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مرونة الطلب

هذا ليس الحال دائمًا .(ات الإيراد) الطلب ستؤدى إلى انخفاض  الزيادة فى الأسعار بشكل عام ، 

المنتجات
مرونة

عدم مرونة

.الإيرادات تناقص الطلب وتناقص فى الأسعار يسبب الزيادة 

.الإيرادات زيادة  فى الطلب و هذا يسبب لا يؤثر فى الأسعار  الزيادة 

الكماليات: مثال 

البترول: مثال 

الطلب نتيجة للتغيرات الصغيرة فى السعر( تغير)استجابة  مرونة الطلب

المعطيات 𝒙:  الطلب  = 𝒇(𝒑)

𝒑:  السعر 

: 𝑬 =
الطلب فى النسبى التغير
السعر فى النسبى التغير

𝒑المرونة فى الطلب عند سعر 

𝑬 =
𝒑

𝒇(𝒑)
𝒇′(𝒑)

𝑹(𝒑)الإيرادات = 𝒑𝒇(𝒑)

الطلب مرونة

.سعر الوحدة مضروباً فى الوحدات المباعة الإيرادات تساوى عدد 

𝑬الأسعار التى يكون فيها  < .توجد مرونة فى الطلب أي أن الزيادة فى الأسعار تقلل  الإيرادات 𝟏−
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الحل

𝒇على فرض أن  𝒑 = 𝟒𝟎𝟎 𝟐𝟎 − 𝒑 هو طلب منتج معين بسعر𝒑 ( درهم ) ،𝒑 < 𝟐𝟎 
(a أوجد مرونة الطلب.

(b  أوجد مدى الأسعار التى تجعل𝑬 < 𝒑، قارن مدى الأسعار هذا الذى تكون فيه الإيرادات دالة متناقصة لـ 𝟏−

308 صفحة 9.3
مثال

( :𝒑كدالة السعر  ) الطلب 

𝒇 𝒑 = 𝟒𝟎𝟎 𝟐𝟎 − 𝒑

𝒇 𝒑 = 𝟖𝟎𝟎𝟎 − 𝟒𝟎𝟎𝒑

𝒇′ 𝒑 = −𝟒𝟎𝟎

𝑬:مرونة الطلب  =
𝒑

𝒇(𝒑)
𝒇′(𝒑)

𝑬 =
𝒑

𝟒𝟎𝟎 𝟐𝟎 − 𝒑
(−𝟒𝟎𝟎)

𝑬 = −
𝒑

𝟐𝟎 − 𝒑

a) b) 𝑬 < −𝟏

𝒑

𝒑 − 𝟐𝟎
< −𝟏

𝒑

𝒑 − 𝟐𝟎
< −𝟏(𝒑 − 𝟐𝟎) ∙ ∙ (𝒑 − 𝟐𝟎)

𝒑 > − (𝒑 − 𝟐𝟎) 𝒑بما أن   < 𝟐𝟎
(𝒑 − 𝟐𝟎) < 𝟎

𝑬 =
𝒑

𝒑 − 𝟐𝟎

𝒑 > −𝒑 + 𝟐𝟎

𝟐𝒑 > 𝟐𝟎

𝒑 > 𝟏𝟎 𝟏𝟎 < 𝒑 < 𝟐𝟎

𝑬مدى الأسعار التى تجعل    < −𝟏

إيجاد قيمة مرونة الطلب و التغير فى الإيرادات
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الحل

𝒇على فرض أن  𝒑 = 𝟒𝟎𝟎 𝟐𝟎 − 𝒑 هو طلب منتج معين بسعر𝒑 ( درهم ) ،𝒑 < 𝟐𝟎 
(a أوجد مرونة الطلب.

(b  أوجد مدى الأسعار التى تجعل𝑬 < 𝒑، قارن مدى الأسعار هذا الذى تكون فيه الإيرادات دالة متناقصة لـ 𝟏−

308صفحة  9.3
مثال

𝑹(𝒑): الإيرادات = 𝒑𝒇(𝒑)

𝑹 𝒑 = 𝑷(𝟖𝟎𝟎𝟎 − 𝟒𝟎𝟎𝒑)

𝑹 𝒑 = 𝟖𝟎𝟎𝟎𝒑 − 𝟒𝟎𝟎𝒑𝟐

.ة لتحليل الإيرادات ، نقوم بإيجاد التفاضل و إيجاد الأعداد الحرج

𝑹′ 𝒑 = 𝟖𝟎𝟎𝟎 − 𝟖𝟎𝟎𝒑

′𝑹:الأعداد الحرجة  𝒑 = 𝟎

𝟖𝟎𝟎𝟎 − 𝟖𝟎𝟎𝒑 = 𝟎

𝒑 = 𝟏𝟎

𝟏𝟎

− −+ + 𝟎

التزايد𝟏𝟎 التناقص

′𝑹لـ 𝒑 > 𝟎 𝒑 < 𝟏𝟎

لـ 𝑹′ 𝒑 < 𝟎 𝒑 > 𝟏𝟎

𝑹 قيمة عظمى مطلقة𝟏𝟎

𝑹 𝒑

𝑹′ 𝒑

10الإيرادات تتناقص إذا تجاوز السعر  

𝑬الأسعار فى حالة  < ، يكون الطلب مرنًا 𝟏−

.قص تبعاً للأسعار التى إذا تزايدت الأسعار فإن الإيرادات تتنا

إيجاد قيمة مرونة الطلب و التغير فى الإيرادات
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الحل

Q13 313 صفحة
تمرين

𝒇 :الطلب 𝒑 = 𝟐𝟎𝟎 𝟑𝟎 − 𝒑

𝒇 𝒑 = 𝟔𝟎𝟎𝟎 − 𝟐𝟎𝟎𝒑

𝒇′ 𝒑 = −𝟐𝟎𝟎

𝑬:المرونة فى الطلب  =
𝒑

𝒇(𝒑)
𝒇′(𝒑)

𝑬 =
𝒑

𝟐𝟎𝟎 𝟑𝟎 − 𝒑
(−𝟐𝟎𝟎)

𝑬 = −
𝒑

𝟑𝟎 − 𝒑

a) b) 𝑬مرونة الطلب عند     < −𝟏

𝒑

𝒑 − 𝟑𝟎
< −𝟏

𝒑

𝒑 − 𝟑𝟎
< −𝟏(𝒑 − 𝟑𝟎) ∙ ∙ (𝒑 − 𝟑𝟎)

𝒑 > − (𝒑 − 𝟑𝟎) 𝒑بما أن     < 𝟑𝟎
(𝒑 − 𝟑𝟎) < 𝟎

𝑬 =
𝒑

𝒑 − 𝟑𝟎

𝒑 > −𝒑 + 𝟑𝟎

𝟐𝒑 > 𝟑𝟎

𝒑 > 𝟏𝟓

:على فرض أن الطلب 

𝒇 𝒑 = 𝟐𝟎𝟎 𝟑𝟎 − 𝒑
(a مرونة الطلب أوجد.

(b الطلب مرناً الذى يكون فيه مدى الأسعار أوجد𝑬 < −𝟏  .

𝒑عندما يكون الطلب موجباً  < 𝟑𝟎

.مدى الأسعار التى تجعل الطلب مرناً 

𝟏𝟓 < 𝒑 < 𝟑𝟎

𝑬 < −𝟏

لتحليل الإيرادات شاهد الشريحة التالية

إيجاد قيمة مرونة الطلب و التغير فى الإيرادات
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𝑹(𝒑) :الإيرادات  = 𝒑𝒇(𝒑)

𝑹 𝒑 = 𝑷(𝟔𝟎𝟎𝟎 − 𝟐𝟎𝟎𝒑)

𝑹 𝒑 = 𝟔𝟎𝟎𝟎𝒑 − 𝟐𝟎𝟎𝒑𝟐

.رجة لتحليل الإيرادات ، نقوم بإيجاد التفاضل و إيجاد الأعداد الح

𝑹′ 𝒑 = 𝟔𝟎𝟎𝟎 − 𝟒𝟎𝟎𝒑

′𝑹:الأعداد الحرجة  𝒑 = 𝟎

𝟔𝟎𝟎𝟎 − 𝟒𝟎𝟎𝒑 = 𝟎

𝒑 = 𝟏𝟓

𝟏𝟓

− −+ + 𝟎

𝟏𝟓 التزايد التناقص

لـ 𝑹′ 𝒑 > 𝟎 𝒑 < 𝟏𝟓

لـ 𝑹′ 𝒑 < 𝟎 𝒑 > 𝟏𝟓

𝑹 𝟏𝟓 قيمة عظمى مطلقة

𝑹 𝒑

𝑹′ 𝒑

15الإيرادات تتناقص إذا تجاوز السعر 

𝑬الأسعار فى حالة  < مرنًا، يكون الطلب 𝟏−

.الإيرادات تتناقص فإن تزايدت الأسعار إذا 

Q13 313 صفحة

تمرين

:الطلبعلى فرض أن 

𝒇 𝒑 = 𝟐𝟎𝟎 𝟑𝟎 − 𝒑

إيجاد قيمة مرونة الطلب و التغير فى الإيرادات

(a مرونة الطلب أوجد.

(b الطلب مرناً الذى يكون فيه مدى الأسعار أوجد𝑬 < −𝟏  .
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.معدلات التفاعلات الكيميائية : ندرس فى الكيمياء 

.جات هذا يعطي للكيميائيين  معلومات عن طبيعة  الروابط والكميات الكيميائية للمواد المتفاعلة والمنت

:فى التفاعلات الكيميائية 

A  +  B C

المواد المتفاعلة المنتج

𝑪(𝒕):هو Cتركيز المنتج    مول لكل لتر 

معدل تقدم  التفاعل الكيميائى 𝐭𝟏,𝐭𝟐فى الفترة الزمنية Cمتوسط التغير فى تركيز المنتج )   )
𝑪 𝒕𝟐 − 𝑪 𝒕𝟏

𝒕𝟐 − 𝒕𝟏

limمعدل التفاعل اللحظى
𝒕→𝒕𝟏

𝑪 𝒕𝟐 − 𝑪 𝒕𝟏

𝒕𝟐 − 𝒕𝟏
=

𝒅 𝑪

𝒅𝒕
(𝒕𝟏) (المشتقة بالنسبة للزمن ) 

سرعة التفاعلات الكيميائية
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يعرف الكيميائيون . بع يستمر التفاعل حتى الوصول إلى مستوى التش. فى التفاعل الكيميائى ذاتى التحفيز تتشابه المواد المتفاعلة و المنتج 

ان التركيز إذا ك. من الأدلة التجريبية أن سرعة التفاعل تتناسب مع قيمة المنتج المعروض و الفرق بين مستوى التشبع و قيمة المنتج 
𝒙فهذا يعنى أن التركيز ( % 100بما يناظر) 1و مستوى التشبع هو 0الأولى من المادة الكيميائية هو  𝒕 .  سرعة تفاعله 

 𝒙′ 𝒕 = 𝒓𝒙(𝒕) 𝟏 − 𝒙(𝒕) , 
𝒓حيث    > ثابت𝟎

.إلى القيمة العظمى 𝒙′(𝒕)أوجد تركيز المادة الكيميائية الذى تصل فيه سرعة تفاعلها 

309 صفحة 9.4
مثال

 :المعطيات 

𝒙(𝒕)تركيز المادة الكيميائية , 𝟎 ≤ 𝒙 𝒕 ≤ 𝟏

′𝒙سرعة التفاعل 𝒕

𝒙أوجد  :المطلوب  𝒕 الذى تصل فيه𝒙′ 𝒕 إلى القيمة العظمى.

التركيز الأولى

عمستوى التشب

(مشتقة التركيز) 

𝒙′ 𝒕 ∝ 𝒙(𝒕)

𝒙′ 𝒕 ∝ (1 − 𝒙 𝒕 )

𝒙′ 𝒕 = 𝒓𝒙(𝒕) 𝟏 − 𝒙(𝒕) 𝒓حيث   > ا ثابت نسبيً  𝟎

نمذجة سرعة التفاعل الكيميائى
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309 صفحة 9.4

مثال

سرعة التفاعل

𝒙′ 𝒕 = 𝒓𝒙(𝒕) 𝟏 − 𝒙(𝒕)

𝒇 𝒙 = 𝒓𝒙 𝟏 − 𝒙

فاعل لإيجاد القيمة العظمى سوف نقوم بإيجاد مشتقة سرعة الت
.و إيجاد الأعداد الحرجة 

𝒇′ 𝒙 = 𝒓 − 𝟐𝒓𝒙

𝒇 𝒙 = 𝒓𝒙 − 𝒓𝒙𝟐

𝒇′ 𝒙 = 𝒓(𝟏 − 𝟐𝒙)

𝒇′(𝒙):الأعداد الحرجة  = 𝟎

𝒓(𝟏 − 𝟐𝒙) = 𝟎

𝒙 = 𝟎. 𝟓

𝒓 > 𝟏(ثابت) 𝟎 − 𝟐𝒙 = 𝟎

𝟎. 𝟓

− −+ +

𝟎
𝟎. دتتزاي𝟓 تتناقص

𝒇′ 𝒙 > (𝟎,𝟎.𝟓)فى   𝟎

𝒇′ 𝒙 < (𝟎.𝟓,𝟏)فى    𝟎

𝒇 𝟎. 𝟓 =
𝒓

𝟒
.قيمة عظمى مطلقة 

𝒇 𝒙

𝒇′ 𝒙
𝟎 𝟏

𝟎 𝟏

سرعة التفاعل الكيميائى له قيمة عظمى عندما يكون
𝒙التركيز  = 𝒙هو نصف مستوى التشبع و 𝟎.𝟓 = 𝟏

سرعة التفاعل

أعد الصياغة

نمذجة سرعة التفاعل الكيميائى
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′𝒙: إذا كان سرعة التفاعل الكيميائى وفقاً للمعادلة   𝒕 = 𝟐𝒙(𝒕) 𝟒 − 𝒙(𝒕)
(aأوجد حدود التركيزx  (. مجال دالة السرعة  )

(b أوجد التركيز𝒙(𝒕)  الذى تصل فيه سرعة التفاعل إلى القيمة العظمى.

Q19 314صفحة
تمرين

a)

:سرعة التفاعل 

𝒙′ 𝒕 = 𝟐𝒙(𝒕) 𝟒 − 𝒙(𝒕)

𝒙′ 𝒕 = 𝟖𝒙 − 𝟐𝒙𝟐

𝒙′ 𝒕 = 𝟎

𝟐𝒙 𝟒 − 𝒙 = 𝟎

𝒙 = 𝟎 𝒙 = 𝟒

𝒙′ 𝒕
− − + +𝟎

𝟎 𝟒

𝟎 − −

𝒙′ 𝒕 > (𝟎,𝟒)فى  𝟎

𝒙′(𝒕) < (𝟎,∞−فى   𝟎 ∪ (𝟒,∞

𝒙 𝒕 = 𝟒 حدود التركيز

b)
:سرعة التفاعل 

إيجاد لإيجاد القيمة العظمى سوف نقوم بإيجاد مشتقة سرعة التفاعل و

.الأعداد الحرجة 

𝒇′ 𝒙 = 𝟖 − 𝟒𝒙

𝒙′ 𝒕 = 𝟐𝒙(𝒕) 𝟒 − 𝒙(𝒕)

𝒇′(𝒙):الأعداد الحرجة  = 𝟎

𝟖 − 𝟒𝒙 = 𝟎
𝒙 = 𝟐

𝟐

− −+ + 𝟎

دتتزاي𝟐 تتناقص

𝒇′ 𝒙 > (𝟎,𝟐)فى   𝟎

𝒇′ 𝒙 < (𝟐,𝟒)فى   𝟎

𝒇 𝟐 = قيمة عظمى مطلقة𝟖

𝒇 𝒙

𝒇′ 𝒙
𝟎 𝟒

𝟎 𝟒

ن سرعة التفاعل الكيميائى له قيمة عظمى عندما يكو
𝒙التركيز  = 𝒙هو نصف مستوى التركيز و 𝟐 = 𝟒.

𝒙(𝒕):التركيز 

𝒇 𝒙 = 𝟖𝒙 − 𝟐𝒙𝟐

تمثيل معدل التفاعل الكيميائي

.رحدود دالة التركيز هي الحدود التي تراعي أن سرعة التفاعل يجب أن تكون أكبر من الصف: ملحوظةالحل
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.ىحل المشكلات الاقتصادية والعلمية فى القيم القصو* 

أهداف التعلم 
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حمض ضعيف+ قاعدة قوية 

𝒑 𝒙 = 𝒄 + 𝒍𝒏
𝒙

𝟏 − 𝒙

𝒑 𝒙 = 𝒄 + 𝒍𝒏𝒙 − 𝒍𝒏(𝟏 − 𝒙)

𝟎 < 𝒙 < 𝟏

:بالدالة  𝒑𝑯يعطى الرقم الهيدروجينى 

𝟎

𝟏

𝒍𝒏𝒙

𝟎 𝟏

𝒍𝒏(𝟏 − 𝒙)

𝒍𝒏
𝒙

𝟏−𝒙

:المجال 

الهيدروجينى: الحمض  الرقم < 𝟕

<:القاعدة  الرقم الهيدروجينى𝟕

.القاعدة القوية و الحمض الضعيف معايرة 

طة التكافؤنقتضاف القاعدة القوية إلى الحمض الضعيف ببطء من خلال مراقبة لون الرقم الهيدروجينى إلى أن يصل إلى 
.و التى تستخدم لحساب تركيز القاعدة 

𝒙:المضافة القاعدة = المحول الحمض

𝑐ثابت
معايرة الحمض الضعيف مع القاعدة القوية

ى 
ين
ج
رو

يد
له

 ا
قم

ر
ال

p
H

حجم المحلول المعاير

أولى

ؤنقطة التكاف

قبل التكافؤ

بعد التكافؤ

معايرة المنحنى
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ة حدد النقطة المقابلة على منحنى المعاير. التى يكون فيها معدل تغير الرقم الهيدروجينى صغير جدًا 𝒙أوجد قيمة 

310 صفحة 9.5
مثال

:بالدالة  𝒑𝑯يعطى الرقم الهيدروجينى 

𝒑 𝒙 = 𝒄 + 𝒍𝒏
𝒙

𝟏 − 𝒙

𝒑 𝒙 = 𝒄 + 𝒍𝒏𝒙 − 𝒍𝒏(𝟏 − 𝒙) , 𝟎 < 𝒙 < 𝟏

:معدل تغير الرقم الهيدروجينى 

𝒑′ 𝒙 =
𝟏

𝒙
−

−𝟏

𝟏 − 𝒙

𝒈 𝒙 = 𝒑′ 𝒙 =
𝟏

𝒙
+

𝟏

𝟏 − 𝒙
𝟏 − 𝒙

𝟏 − 𝒙
∙𝒈 𝒙 =  

𝟏

𝒙
+

𝟏

𝟏 − 𝒙

و بالتبسيطبفرض أن

∙
𝒙

𝒙

𝒈 𝒙 =
𝟏 − 𝒙

𝒙 − 𝒙𝟐 +
𝒙

𝒙 − 𝒙𝟐
=

𝟏

𝒙 − 𝒙𝟐

𝒑𝑯لإيجاد القيمة الصغرى لدالة معدل تغير الرقم الهيدروجينى 

.و نوجد الأعداد الحرجة g(x)نوجد مشتقة دالة معدل التغير  

𝒈 𝒙 =
𝟏

𝒙−𝒙𝟐 = (𝒙 − 𝒙𝟐)−𝟏

𝒈′ 𝒙 = −𝟏(𝟏 − 𝟐𝒙)(𝒙 − 𝒙𝟐)−𝟐

𝒈′ 𝒙 =
𝟐𝒙 − 𝟏

(𝒙 − 𝒙𝟐)𝟐

𝒈′ 𝒙غير موجود (𝒙 − 𝒙𝟐)𝟐= 𝟎

𝒙 = 𝟎

, 𝒙 = 𝟏

𝒙(𝟏 − 𝒙) = 𝟎 𝒑(𝒙)مجال ∉

𝒈(𝒙)مجال∉

𝒈′ 𝒙 = 𝟎 𝟐𝒙 − 𝟏 = 𝟎

𝒙 = 𝟎. 𝟓

:الأعداد الحرجة 

نىتحليل معايرة المنح
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المعايرة النقطة المقابلة على منحنىحدد . معدل تغير الرقم الهيدروجينى صغير جدًا التى يكون فيها 𝒙أوجد قيمة 

310 صفحة 9.5
مثال

𝟎. 𝟓

+ +− − 𝟎

𝟎. 𝟓Dec. Inc.

𝒈′ 𝒙 < (𝟎,𝟎.𝟓)فى  𝟎

𝒈′ 𝒙 > (𝟎.𝟓,𝟏)فى   𝟎

𝒈 قيمة صغرى مطلقة 𝟎.𝟓

𝒈 𝒙

𝒈′ 𝒙
𝟎 𝟏

𝟎 𝟏

و الذى يعطى  𝒑𝑯معدل التغير فى الرقم الهيدروجينى 
𝒙له قيمة صغرى عند  𝒈(𝒙)بالدالة  = 𝟎.𝟓.

𝒑(𝒙)هى المشتقة الثانية  لدالة الرقم الهيدروجينى  𝒈′(𝒙)لاحظ أن 

𝒙و هذا يعنى أنه عند  = (  صفر المشتقة الثانية ) 𝟎.𝟓

يوجد نقطة انعطاف فى منحنى دالة الرقم الهيدروجينى 

𝐠′(𝐱)   يناظر𝐩′′(𝐱)

𝑰𝒏𝒇𝒍𝒆𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏 𝑷𝒐𝒊𝒏𝒕

ر يوجد نقطة انعطاف أخرى فى المنحنى تناظ
نقطة التكافؤ

نقطة انعطاف

من القاعدة  mlأضيف 

معايرة الحمض

ى
ين
ج
رو
يد
له
م ا
رق
ال

p
H

نىتحليل معايرة المنح
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𝒄فى معايرة الحمض الضعيف و القاعدة القوية ، يحدد الرقم الهيدروجينى من خلال  + 𝒍𝒏
𝒙

𝟏−𝒙
𝟎)هو جزء  𝒇حيث إن   < 𝒙 < 𝟏) 

؟1إذا اقتربت من  𝒙ماذا يحدث لمعدل تغير الرقم الهيدروجينى . من الحمض المحول 

Q26 314 صفحة
تمرين

:من خلال  𝒑𝑯يعطى الرقم الهيدروجينى 

𝒑 𝒙 = 𝒄 + 𝒍𝒏
𝒙

𝟏 − 𝒙

𝒑 𝒙 = 𝒄 + 𝒍𝒏𝒙 − 𝒍𝒏(𝟏 − 𝒙) , 𝟎 < 𝒙 < 𝟏

:معدل تغير الرقم الهيدروجينى 

𝒑′ 𝒙 =
𝟏

𝒙
−

−𝟏

𝟏 − 𝒙

𝟏 − 𝒙

𝟏 − 𝒙
∙𝒑′ 𝒙 =  

𝟏

𝒙
+

𝟏

𝟏 − 𝒙 ∙
𝒙

𝒙

𝒑′ 𝒙 =
𝟏 − 𝒙

𝒙(𝟏 − 𝒙)
+

𝒙

𝒙(𝟏 − 𝒙)
=

𝟏

𝒙(𝟏 − 𝒙)

𝒑′ 𝒇 =
𝟏

𝒇(𝟏 − 𝒇)

𝒇حيث     → 𝟏−

𝒍𝒊𝒎
𝒇→𝟏−

𝒑′(𝒇) = 𝒍𝒊𝒎
𝒇→𝟏−

𝟏

𝒇(𝟏 − 𝒇)
= ∞

نىتحليل معايرة المنح
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. ئن أو المادة الكاللحيز من الفراغ  الذى يشغلهالمادة  بالنسبة ( عدد الجزيئات ) كتلة تتمثل فى كثافة الكتلة 

الكتلة

الحجم
=

.و تكون كثافة الكتلة ثابتة ( كتلة أى جزء من الجسم من حجم معين هى نفسها) المواد المتجانسة فى 

كثافة الكتلة للمواد المتجانسة

(kilograms)تقاس بـ   𝒇(𝒙):متر من قضيب رقيق  𝒙الكتلة لأول

𝒙𝟏:[𝒇و  𝒙إجمالى الكتلة بين  𝒙 − 𝒇 𝒙𝟏 ]

:متوسط الكثافة 
[𝒇 𝒙 − 𝒇 𝒙𝟏 ] 

𝒙 − 𝒙𝟏 (كتلة لكل وحدة طول ) 

𝝆:الكثافة الخطية  𝒙𝟏 = lim
 𝒙→𝒙𝟏

[𝒇 𝒙 − 𝒇 𝒙𝟏 ] 

𝒙 − 𝒙𝟏
= 𝒇′(𝒙𝟏) ( المشتقة)

قضيب رقيق

ةكثافة الكتل

كثافة الكتلة 
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الحل

𝒇متر من القضيب الرقيق تعطى بالدالة 𝒙على فرض أن الكتلة لأول  𝒙 = 𝟐𝒙  . فاحسب الكثافة الخطية عند𝒙 = 𝟐 
𝒙و عند   = .، و قارن الكثافتين عند النقطتين  𝟖

311 صفحة 9.6
مثال

𝒇:دالة الكثافة  𝒙 = 𝟐𝒙

:الكتلة الخطية 

:مشتقة دالة الكتلة 

𝝆 𝒙 = 𝒇′(𝒙)

𝝆 𝒙 = 𝒇′ 𝒙 =
𝟐

𝟐 𝟐𝒙
=

𝟏

𝟐𝒙

𝝆 𝟐 = 𝒇′ 𝟐 =
𝟏

𝟐(𝟐)
=

𝟏

𝟒
=

𝟏

𝟐

(ابتة كثافة الكتلة للقضيب ليست ث) القضيب غير متجانس 

𝒙عند    = 𝟐

𝒙عند    = 𝟖 𝝆 𝟖 = 𝒇′ 𝟖 =
𝟏

𝟐(𝟖)
=

𝟏

𝟏𝟔
=

𝟏

𝟒

𝒙عند  = 𝟐
يكون القضيب أكثر كثافة منه 

𝒙عند   = 𝟖

كثافة القضيب الرقيق
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الحل

لى  ما استنادًا إ. أوجد الكثافة الكتلية الخطية للقضيب . فى الفترة المحددة  𝒎(𝒙)متر من القضيب الرقيق بالمعادلة 𝒙تحُدد الكتلة لأول 

. استنتجته ، صف بإيجاز تركيب دوال القضيب 

Q29, Q31 314 صفحة

تمرين

𝒎:دالة الكتلة  𝒙 = 𝟒𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒙   جرام لكل 𝟎 ≤ 𝒙 ≤ 𝟔

𝝆:دالة كثافة الكتلة الخطية  𝒙 = 𝒎′(𝒙)

𝝆 𝒙 = 𝒎′ 𝒙 = 𝟒 − 𝒄𝒐𝒔𝒙

(كثافة الكتلة ليست ثابتة ) القضيب غير متجانس 

Q29

𝒎:دالة الكتلة الحل 𝒙 = 𝟒𝒙 جرام لكل 𝟎 ≤ 𝒙 ≤ 𝟐

𝝆:دالة كثافة الكتلة الخطية  𝒙 = 𝒎′(𝒙)

𝝆 𝒙 = 𝒎′ 𝒙 = 𝟒
(كثافة الكتلة ثابتة ) القضيب متجانس 

Q31

𝒎 𝒙 = 𝟒𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒎 𝒙 = 𝟒𝒙

جرام

جرام

جرام لكل متر

مترلكلجرام

.ه من التمثيل البيانى ، القضيب أقل كثافة عند نهايتي

.رة المعطاة من التمثيل البيانى ، القضيب له نفس الكثافة فى الفت

كثافة القضيب الرقيق
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.وىحل المشكلات الاقتصادية و العلمية فى القيم القص* 

أهداف التعلم 
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اس هو مقي–حيث تكون حاملات الشحنة عبارة عن إلكترونات –فى السلك التيار الكهربائى 
.لكل وحدة من الزمن من السلك لكمية الشحنة التى تمر بأى نقطة

𝒕 :𝑸(𝒕)الشحنة الكهربائية فى السلك عند الزمن 

ن الشحنة الصافية التى تمر خلال مقطع عرضى  م
𝒕𝟏,𝒕𝟐السلك فى فترة من الزمن 

𝑸 𝒕𝟐 − 𝑸(𝒕𝟏)

𝒕𝟏,𝒕𝟐متوسط التيار فى الفترة الزمنية 

𝑸 𝒕𝟐 − 𝑸(𝒕𝟏)

𝒕𝟐 − 𝒕𝟏
(شحنة لكل وحدة زمن ) 

:التيار اللحظى 

lim
𝒕→𝒕𝟏

𝑸 𝒕𝟐 − 𝑸(𝒕𝟏)

𝒕𝟐 − 𝒕𝟏
= 𝑸′(𝒕𝟏) ( مشتقة الشحنة بالنسبة للزمن)

(كولوم ) تقاس بـ 

𝑰 𝒕 = 𝑸′(𝒕)

(كولوم لكل ثانية = أمبير ) يقاس بـ 

:التيار اللحظى 

سلك كهربائى

سلكالتيار الكهربائى فى ال
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الحل

من التيار فولت232و بطارية إمداد فاراد 0.05مكثف و هنرى 2أداة و معايق و أوم 14مقاوم تتضمن الدائرة الكهربائية المعطاة 

.tفى الدائرة عند أى التيارفأوجد 𝟑𝟐𝟑𝒔𝒊𝒏𝟐𝒕المتردد المنمذج بالدالة المتذبذبة  

312 صفحة9.7
مثال

𝑸:الشحنة فى الدائرة  𝒕 = 𝟏𝟎𝒆−𝟓𝒕 + 𝟐𝒕𝒆−𝟐𝒕 + 𝟑𝒔𝒊𝒏𝟐𝒕 − 𝟕𝒄𝒐𝒔𝟐𝒕

:tالتيار الكهربائى اللحظى عند زمن 

باستخدام القوانين الكهربائية الأساسية

𝑰 𝒕 = 𝑸′(𝒕)

𝑰 𝒕 = 𝑸′ 𝒕 = −𝟓(𝟏𝟎)𝒆−𝟓𝒕 + 𝟐𝒆−𝟐𝒕 − (𝟐)𝟐𝒕𝒆−𝟐𝒕 + 𝟑 𝟐 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒕 + 𝟕 𝟐 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒕

كولوم

𝑰 𝒕 = 𝑸′ 𝒕 = −𝟓𝟎𝒆−𝟓𝒕 + 𝟐𝒆−𝟐𝒕 − 𝟒𝒕𝒆−𝟐𝒕 + 𝟔𝒄𝒐𝒔𝟐𝒕 + 𝟏𝟒𝒔𝒊𝒏𝟐𝒕

(كولوم لكل ثانية ) أمبير 

طو بالتبسي دارة كهربائية بسيطة

فولت232

أوم14فاراد0.05

هنرى2
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الحل

𝑸على فرض أن الشحنة فى الدائرة الكهربائية  𝒕 = 𝒆−𝟐𝒕 𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕 − 𝟐𝒔𝒊𝒏𝟑𝒕 . أوجد التيار.

Q33 314 صفحة
تمرين

𝑸:الشحنة فى الدائرة  𝒕 = 𝒆−𝟐𝒕 𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕 − 𝟐𝒔𝒊𝒏𝟑𝒕

t:𝑰التيار الكهربائى اللحظى عند زمن  𝒕 = 𝑸′(𝒕)

𝑰 𝒕 = 𝑸′ 𝒕 = −𝟐𝒆−𝟐𝒕 𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕 − 𝟐𝒔𝒊𝒏𝟑𝒕 + 𝒆−𝟐𝒕 −𝟑𝒔𝒊𝒏𝟑𝒕 − 𝟐 𝟑 𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕

كولوم

𝑰 𝒕 = 𝑸′ 𝒕 = −𝟐𝒆−𝟐𝒕 𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕 − 𝟐𝒔𝒊𝒏𝟑𝒕 + 𝒆−𝟐𝒕 −𝟑𝒔𝒊𝒏𝟑𝒕 − 𝟔𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕

(كولوم لكل ثانية ) أمبير 

𝑰 𝒕 = 𝑸′ 𝒕 = 𝒆−𝟐𝒕 −𝟐𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕 + 𝟒𝒔𝒊𝒏𝟑𝒕 − 𝟑𝒔𝒊𝒏𝟑𝒕 − 𝟔𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕

𝑰 𝒕 = 𝑸′ 𝒕 = 𝒆−𝟐𝒕 𝒔𝒊𝒏𝟑𝒕 − 𝟖𝒄𝒐𝒔𝟑𝒕

باستخدام قاعدة الضرب

عامل مشترك 𝒆−𝟐𝒕بأخذ 

طو بالتبسي

دائرةتقييم التيار الكهربائى فى
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.هو النموذج الأساسى للنمو السكانى النمو اللوجستى 

𝒓 = 𝟏, 𝒑 𝟎 = 𝟏

.بالحدية يدةمُقالتعدادات السكانية  التى أعطت نموذجًا دقيقاً بواسطة المعادلة اللوجستية 

:معدل التغير فى التعداد السكانى 

𝒑′ 𝒕 = 𝒓𝒑 𝒕 𝟏 − 𝒑 𝒕 𝒓:ثابت

𝒑(𝒕):التعداد السكانى

.يعُطى فى صورة كسر اعتيادى للقيمة العظمى للتعداد السكانى

نمو مستعمرة من البكتريا :مثال 

و الفرق بين القيمة العظمى لعدد السكانp(t)مع العدد الحالى للسكان يتناسبمعدل التغير فى التعداد السكانى  

𝟏)و عدد السكان الحالى  − 𝐩 𝐭 ). .

النمو اللوجستى  

معدل النمو السكانى
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الحل

′𝒑على فرض أن النمو السكانى يعُطى بالمعادلة  𝒕 = 𝟐𝒑 𝒕 𝟏 − 𝒑 𝒕 𝐫المعادلة اللوجستية  باستخدام   )   = 𝟐)

ر هذه النقطة بيانياً . أوجد التعداد السكانى الذى يكون فيه معدل النمو هو القيمة العظمى  .فس ِّ

312 صفحة 9.8
مثال

𝒑 :التعداد السكانى 𝒕

: معدل النمو السكانى 

𝒑′ 𝒕 = 𝟐𝒑 𝒕 𝟏 − 𝒑 𝒕

𝒇(𝒑) = 𝟐𝒑(𝟏 − 𝒑)
𝒇 𝒑 = 𝟐𝒑 − 𝟐𝒑𝟐

𝒇′ 𝒑 = 𝟐 − 𝟒𝒑

𝒇′(𝒑) = 𝟎

𝟐 − 𝟒𝒑 = 𝟎 𝒑 = 𝟎. 𝟓

:الأعداد الحرجة 

سوف نوجد المشتقة  𝒇(𝒑)لإيجاد القيمة العظمى  لـ 
.و  نوجد الأعداد الحرجة 𝒇(𝒑)لـ 

𝟎. 𝟓𝟎

+ + − −
𝟎

𝟎. 𝟓𝟎 تزايد تناقص

𝒇′ 𝒑 > 𝟎 on 𝒑 < 𝟎. 𝟓

𝒇′ 𝒑 < 𝟎 on 𝒑 > 𝟎. 𝟓

𝒇(𝟎.𝟓)قيمة عظمى مطلقة

𝒇(𝒑)

𝒇′ 𝒑

𝒑له قيمة عظمى عند  𝒇(𝒑)معدل النمو السكانى 
= 𝟎.𝟓 

𝒑الارتفاع   = انى التمثيل البيانى للتعداد السك 𝟎.𝟓
.ميل ذو قيمة عظمى له 

حيث فى منحنى التعداد السكانىنقطة انعطاف و يوجد أيضًا 
′𝒇أنها الحل لـ  𝒑 = 𝟎 

′′𝒑و التى تناظر الحل لـ  𝒕 = 𝟎

 𝒑(𝒕)فى التمثيل البيانى للتعداد السكانى

𝒑 = 𝟎. 𝟓

معادلة  عندما يتم تصميم نموذج التعداد السكانى باستخدام ال
سوف النمو يصل إلى نقطة انعطاف يتضاعف و. اللوجستية 

 .يتضاعف حجمه فى نهاية الأمر 

النمو اللوجستى  

ىإيجاد القيمة العظمى لمعدل النمو السكان
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الحل

′𝒑وفقاً للمعادلة اللوجستية  هو النمو السكانى على فرض أن  𝒕 = 𝟐𝒑 𝒕 𝟕 − 𝟐𝒑 𝒕 .

.معدل النمو إلى القيمة العظمى الذى يصل فيه التعداد السكانى أوجد

Q38 315 صفحة
تمرين

𝒑 :التعداد السكانى 𝒕

: معدل النمو السكانى 

𝒑′ 𝒕 = 𝟐𝒑 𝒕 𝟕 − 𝟐𝒑 𝒕

𝒇(𝒑) = 𝟐𝒑(𝟕 − 𝟐𝒑)

𝒇 𝒑 = 𝟏𝟒𝒑 − 𝟒𝒑𝟐

𝒇′ 𝒑 = 𝟏𝟒 − 𝟖𝒑

𝒇′(𝒑) = 𝟎

𝟏𝟒 − 𝟖𝒑 = 𝟎

𝒑 =
𝟕

𝟒

:الأعداد الحرجة 

سوف نوجد المشتقة  𝒇(𝒑)لإيجاد القيمة العظمى  لـ 
.و  نوجد الأعداد الحرجة 𝒇(𝒑)لـ 

𝒑 = 𝟕/𝟒

𝟕/𝟒𝟎

+ + − −𝟎

𝟕/𝟒𝟎 تتزايد تتناقص
𝒇(𝒑)

𝒇′ 𝒑

عند 𝒇′ 𝒑 > 𝟎 𝒑 <
𝟕

𝟒

عند 𝒇′ 𝒑 < 𝟎 𝒑 >
𝟕

𝟒

𝒇
𝟕

𝟒
قيمة عظمى مطلقة

𝒑له قيمة عظمى عند  𝒇(𝒑)معدل النمو السكانى  

=
𝟕

𝟒

𝒑قيمة عظمى عند    =
𝟕

𝟒

:أو تستطيع استخدام المشتقة الثانية 

𝒇′′ 𝒑 = −𝟖

𝒇′′
𝟕

𝟒
= −𝟖 < 𝟎

ىإيجاد القيمة العظمى لمعدل النمو السكان
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𝒄منتج هى 𝒙إذا كانت تكلفة تصنيع  𝒙 = 𝒙𝟒  + 𝟏𝟒 𝒙𝟐 + 𝟔𝟎𝒙
+ 𝟑𝟓 

𝒙أوجد دالة التكلفة الحدية و قارن بين التكلفة الحدية عند  = 𝟓𝟎
.منتجًا 50و التكلفة الفعلية لـ 

.أوجد مستوى الإنتاج الذى يحقق القيمة العظمى لمتوسط التكلفة 

8. 𝒄 𝒙 = 𝟎. 𝟐𝒙𝟑 + 𝟒𝒙 + 𝟒𝟎𝟎𝟎

مدى الأسعار الذى يكون فيه الطلب مرناً ( b)مرونة الطلب و ( a)أوجد 

𝑬 < −𝟏
14.𝒇 𝒑 = 𝟐𝟎𝟎(𝟐𝟎 − 𝒑)

:  إذا كان سرعة التفاعل الكيميائى وفقاً للمعادلة . 20

𝒙′ 𝒕 = 𝟎.𝟓𝒙(𝒕)[𝟓 − 𝒙 𝒕 ]
(a) أوجد التركيز𝒙(𝒕)  الذي تصل فيه سرعة التفاعل الي

.  القيمة العظمى 

(b ) أوجد حدود التركيز.

34.

𝑸على فرض أن الحنة فى الدارة الكهربائية  𝒕 = 𝒄′ (𝟑𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒕 + 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒕)
.أوجد التيار . كولوم 

فى الفترة المحددة 𝐦(𝒙)متر من القضيب الرقيق بالمعادلة  𝒙تحُدد كتلة الأول  

بإيجاز استنادًا إلى ما استنتجته ، صف. أوجد الكثافة الكتلية الخطية للقضيب 
.تركيب دوال القضيب 

30 .𝒎 𝒙 = (𝒙 − 𝟏)𝟑  + 𝟔𝒙   𝟎لكل جرام ≤ 𝒙 ≤ 𝟐

:على فرض أن النمو السكانى وفقاً للمعادلة اللوجستية هو . 37

𝒑′ 𝒕 = 𝟒𝒑 𝒕 [𝟓 − 𝒑 𝒕 ]  .

.أوجد التعداد السكانى الذى يصل فيه معدل النمو إلى القيمة العظمى 

الواجب المنزلي 
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