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مثال  1

التكامل غير المحدد SALAMA

تعريف المشتقة العكسية

م���ة:
مشتقة �يجاد ��لب ��ا
اعتبار فيمكن f للدالة عكسية

.C 0=

ت�كر:
��ر. هي C ال�اب� مشتقة

( )f x x3 52
= + ) هي مشتقة عكسية للدالة:  )F x x x5 33

= + + �ثب� ��: 
ثم اكتب ال�ور� العامة للمشتقة العكسية.

الحل:
( )F x x x5 33
= + +

( )'F x x3 52
= +

( )f x=

f للدالة عكسية مشتقة هي F `

هي: العكسية للمشتقة العامة ال�ور�
( )F x x x C53
= + + ثاب� C�ي�

( )f x x2= - للدالة عكسية مشتقة هي ( )F x x5 3
1 3

= -  :�� �ثب� 1
لها. ��ر� عكسية مشتقة اكتب ثم

( )f x x x2
1
2= + للدالة:  عكسية مشتقة هي ( )

1F x x x
2

= -  :�� �ثب�
الحل:

( )F x x x
12

= -

( )F x x x2
1
2= +'

( )f x=

f للدالة عكسية مشتقة هي F `

( )f x x1
2
3= - للدالة:  عكسية مشتقة هي 1

( )F x x
x
2

3

=
+ :�� �ثب� 2

Indefinite Integral المحدد �ير تعريف: التكامل
على ويكتب ، F العكسيةّ المشتقاّت كل مجموعة هو x �لى بالنسبة f للدالةّ المحدد �ير التكامل

ال�ور�:
( )f x dx#

14

حاول أن تحل  1

م���ة:
مشتقة �يجاد ��لب ��ا
اعتبار فيمكن f للدالة عكسية

.C 0=

ت�كر:
��ر. هي C ال�اب� مشتقة

( )f x x3 52
= + للدالة:  عكسية مشتقة هي ( )F x x x5 33

= + +  :�� �ثب�
العكسية. للمشتقة العامة ال�ور� اكتب ثم

الحل:
( )F x x x5 33
= + +

( )'F x x3 52
= +

( )f x=

f للدالة عكسية مشتقة هي F `

هي: العكسية للمشتقة العامة ال�ور�
( )F x x x C53
= + + ثاب� C�ي�

( )f x x2= - ) هي مشتقة عكسية للدالة  )F x x5 3
1 3

= - �ثب� ��:   1
ثم اكتب مشتقة عكسية ��ر� لها.

( )f x x x2
1
2= + للدالة:  عكسية مشتقة هي ( )

1F x x x
2

= -  :�� �ثب�
الحل:

( )F x x x
12

= -

( )F x x x2
1
2= +'

( )f x=

f للدالة عكسية مشتقة هي F `

( )f x x1
2
3= - للدالة:  عكسية مشتقة هي 1

( )F x x
x
2

3

=
+ :�� �ثب� 2

Indefinite Integral المحدد �ير تعريف: التكامل
على ويكتب ، F العكسيةّ المشتقاّت كل مجموعة هو x �لى بالنسبة f للدالةّ المحدد �ير التكامل

ال�ور�:
( )f x dx#

14

5 - 15 - 1

مثال  2

م���ة:
مشتقة �يجاد ��لب ��ا
اعتبار فيمكن f للدالة عكسية

.C 0=

ت�كر:
��ر. هي C ال�اب� مشتقة

( )f x x3 52
= + للدالة:  عكسية مشتقة هي ( )F x x x5 33

= + +  :�� �ثب�
العكسية. للمشتقة العامة ال�ور� اكتب ثم

الحل:
( )F x x x5 33
= + +

( )'F x x3 52
= +

( )f x=

f للدالة عكسية مشتقة هي F `

هي: العكسية للمشتقة العامة ال�ور�
( )F x x x C53
= + + ثاب� C�ي�

( )f x x2= - للدالة عكسية مشتقة هي ( )F x x5 3
1 3

= -  :�� �ثب� 1
لها. ��ر� عكسية مشتقة اكتب ثم

( )f x x x2
1
2= + ) هي مشتقة عكسية للدالة:  ) 1F x x x

2
= - �ثب� ��:

الحل:
( )F x x x

12
= -

( )F x x x2
1
2= +'

( )f x=

f للدالة عكسية مشتقة هي F `

( )f x x1
2
3= - للدالة:  عكسية مشتقة هي 1

( )F x x
x
2

3

=
+ :�� �ثب� 2

Indefinite Integral المحدد �ير تعريف: التكامل
على ويكتب ، F العكسيةّ المشتقاّت كل مجموعة هو x �لى بالنسبة f للدالةّ المحدد �ير التكامل

ال�ور�:
( )f x dx#

14
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SALAMA
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SALAMA

حاول أن تحل  2

م���ة:
مشتقة �يجاد ��لب ��ا
اعتبار فيمكن f للدالة عكسية

.C 0=

ت�كر:
��ر. هي C ال�اب� مشتقة

( )f x x3 52
= + للدالة:  عكسية مشتقة هي ( )F x x x5 33

= + +  :�� �ثب�
العكسية. للمشتقة العامة ال�ور� اكتب ثم

الحل:
( )F x x x5 33
= + +

( )'F x x3 52
= +

( )f x=

f للدالة عكسية مشتقة هي F `

هي: العكسية للمشتقة العامة ال�ور�
( )F x x x C53
= + + ثاب� C�ي�

( )f x x2= - للدالة عكسية مشتقة هي ( )F x x5 3
1 3

= -  :�� �ثب� 1
لها. ��ر� عكسية مشتقة اكتب ثم

( )f x x x2
1
2= + للدالة:  عكسية مشتقة هي ( )

1F x x x
2

= -  :�� �ثب�
الحل:

( )F x x x
12

= -

( )F x x x2
1
2= +'

( )f x=

f للدالة عكسية مشتقة هي F `

( )f x x1
2
3= - 1 هي مشتقة عكسية للدالة: 

( )F x x
x
2

3

=
+ �ثب� ��: 2

Indefinite Integral المحدد �ير تعريف: التكامل
على ويكتب ، F العكسيةّ المشتقاّت كل مجموعة هو x �لى بالنسبة f للدالةّ المحدد �ير التكامل

ال�ور�:
( )f x dx#

14

9

نْ تمرَّ
5-1 المحدد �ير التكامل

Indefinite Integral

مقالية المجموعة A تمارين

. ( ) ( )f x x15 3 2 4= + ) هي مشتقة عكسية للدالة  ) ( )F x x3 2 75
= + + أثبت أن:   (1)

في التمرينين (3-2)، تحقّ� من �� F هي مشتقةّ عكسيةّ للدالةّ  f  حي�:

(2) ( )F x x x x 10
3
1 3 2

= - + - (3) ( )F x x1 4
= +

( )f x x x2 12
= - + ( )f x

x

x

1

2
4

3

=
+

التكامل. احسب التمارين (4-14)، في

(4) x x dx6 35
- +^ h# (5) x dx3 6 2-^ h#

(6) x dx
3
1

3
2

-# (7) -x x dx13
3c m#

(8)
x x
x x dx

3
27

2

4

-

-# (9) x x dx2 2 3- +^ ^h h#

(10)
x
x dx
1
1
+

-# (11)
x

x x
dx

-#

(12)
x
x dx5 2+# (13) x

x
dx1 2

+` j#

(14) x x dx23 34+^ h#
. ( )F x فأوجد ، ( )F 2 3= وكان ( )F x x dx3 52

= -^ h# كان إذا (15)

. ( )F x فأوجد ، ( )F 1 0- = وكان ( )F x x x dx9 4 52
= - +^ h# كان إذا (16)

هو: وحدة ألف x يباع عندما الدخل هامش أنّ افرض الدخل. هام� (17)

dx
dr x x3 6 122
= - + وحدة)  لكل (دينارًا  

( )r 0 0= كان إذا ( )r x الدخل دالة أوجد

الأرض. سطح عن m115 ارتفاعه برج سطح من m/s16 ابتدائية بسرعة الأعلى إلى كرة ألقيت (18)

ارتفاع؟ أعلى إلى الكرة تصل سوف t زمن أي في (a)

.( ( ) . m/sa t 9 8 2
= الأرض جاذبية عجلة أن الأرض؟ (علمًا إلى الكرة تصل سوف t زمن أي في (b)

9

نْ تمرَّ
5-1 المحدد �ير التكامل

Indefinite Integral

مقالية المجموعة A تمارين

. ( ) ( )f x x15 3 2 4= + ) هي مشتقة عكسية للدالة ) ( )F x x3 2 75
= + + أثبت أن:   (1)

في التمرينين (3-2)، تحقّ� من �� F هي مشتقةّ عكسيةّ للدالةّ  f  حي�:

(2) ( )F x x x x 10
3
1 3 2

= - + - (3) ( )F x x1 4
= +

 ( )f x x x2 12
= - +  ( )f x

x

x

1

2
4

3

=
+

التكامل. احسب التمارين (4-14)، في

(4) x x dx6 35
- +^ h# (5) x dx3 6 2-^ h#

(6) x dx
3
1

3
2

-# (7) -x x dx13
3c m#

(8)
x x
x x dx

3
27

2

4

-

-# (9) x x dx2 2 3- +^ ^h h#

(10)
x
x dx
1
1
+

-# (11)
x

x x
dx

-#

(12)
x
x dx5 2+# (13) x

x
dx1 2

+` j#

(14) x x dx23 34+^ h#
. ( )F x فأوجد ، ( )F 2 3= وكان ( )F x x dx3 52

= -^ h# كان إذا (15)

. ( )F x فأوجد ، ( )F 1 0- = وكان ( )F x x x dx9 4 52
= - +^ h# كان إذا (16)

هو: وحدة ألف x يباع عندما الدخل هامش أنّ افرض الدخل. هام� (17)

dx
dr x x3 6 122
= - + وحدة)  لكل (دينارًا  

( )r 0 0= كان إذا ( )r x الدخل دالة أوجد

الأرض. سطح عن m115 ارتفاعه برج سطح من m/s16 ابتدائية بسرعة الأعلى إلى كرة ألقيت (18)

ارتفاع؟ أعلى إلى الكرة تصل سوف t زمن أي في (a)

.( ( ) . m/sa t 9 8 2
= الأرض جاذبية عجلة أن الأرض؟ (علمًا إلى الكرة تصل سوف t زمن أي في (b)

كراسة التمارين

5 - 15 - 1

أ : سلامة علي الركاض٣



SALAMA

ملا��ة:
تكاملها يجري التي الدّالة

( )f x dx#

مت�يرّ x
التكامل

رمز
التكامل

التكامل. مت�يرّ x التكامل� في المكاملة الدالةّ �ي f �ة الدال التكامل� علامة �� �ع��ر # الرمز
: ��� ��
��قر�:

. ( )F x C+ �و x �ل� �النس�ة f �ة للدال المحدد غير التكامل
.F العكسية المشتقات كل م�مو�ة �ي ( )F x C+ �ي�

كاملنا �نا �ن نقول ( )F x C+ �ل� نحصل ��ندما اختياريّ� �اب� ��و التكامل �اب� �و C��ال�ا
. f تكامل �و�د�ا �� f

Rules of Indefinite Integral المحدد �ير التكامل قواعد

1 �اب� عدد k

2 القوى قاعدة

Properties of Indefinite Integral المحدد �ير التكامل خواص

1 �اب� بعدد ال�ر� خا�ية

2 والطرح الجمع خا�ية

ملا��ا�:
a

b

�و�د:
a b

الحل:
a
b

�و�د: 3
a b

15

مثال  3

ملا��ة:
تكاملها يجري التي الدّالة

( )f x dx#

مت�يرّ x
التكامل

رمز
التكامل

التكامل. مت�يرّ x التكامل� في المكاملة الدالةّ �ي f �ة الدال التكامل� علامة �� �ع��ر # الرمز
: ��� ��
��قر�:

. ( )F x C+ �و x �ل� �النس�ة f �ة للدال المحدد غير التكامل
.F العكسية المشتقات كل م�مو�ة �ي ( )F x C+ �ي�

كاملنا �نا �ن نقول ( )F x C+ �ل� نحصل ��ندما اختياريّ� �اب� ��و التكامل �اب� �و C��ال�ا
. f تكامل �و�د�ا �� f

Rules of Indefinite Integral المحدد �ير التكامل قواعد

1 �اب� عدد k

2 القوى قاعدة

Properties of Indefinite Integral المحدد �ير التكامل خواص

1 �اب� بعدد ال�ر� خا�ية

2 والطرح الجمع خا�ية

ملا��ا�:
a

b

�و�د:
a b

الحل:
a
b

�و�د: 3
a b

15

ملا��ة:
تكاملها يجري التي الدّالة

( )f x dx#

مت�يرّ x
التكامل

رمز
التكامل

التكامل. مت�يرّ x التكامل� في المكاملة الدالةّ �ي f �ة الدال التكامل� علامة �� �ع��ر # الرمز
: ��� ��
��قر�:

. ( )F x C+ �و x �ل� �النس�ة f �ة للدال المحدد غير التكامل
.F العكسية المشتقات كل م�مو�ة �ي ( )F x C+ �ي�

كاملنا �نا �ن نقول ( )F x C+ �ل� نحصل ��ندما اختياريّ� �اب� ��و التكامل �اب� �و C��ال�ا
. f تكامل �و�د�ا �� f

Rules of Indefinite Integral المحدد �ير التكامل قواعد

1 �اب� عدد k

2 القوى قاعدة

Properties of Indefinite Integral المحدد �ير التكامل خواص

1 �اب� بعدد ال�ر� خا�ية

2 والطرح الجمع خا�ية

ملا��ا�:
a

b

�و�د:
a b

الحل:
a
b

�و�د: 3
a b

15

حاول أن تحل  3

ملا��ة:
تكاملها يجري التي الدّالة

( )f x dx#

مت�يرّ x
التكامل

رمز
التكامل

التكامل. مت�يرّ x التكامل� في المكاملة الدالةّ �ي f �ة الدال التكامل� علامة �� �ع��ر # الرمز
: ��� ��
��قر�:

. ( )F x C+ �و x �ل� �النس�ة f �ة للدال المحدد غير التكامل
.F العكسية المشتقات كل م�مو�ة �ي ( )F x C+ �ي�

كاملنا �نا �ن نقول ( )F x C+ �ل� نحصل ��ندما اختياريّ� �اب� ��و التكامل �اب� �و C��ال�ا
. f تكامل �و�د�ا �� f

Rules of Indefinite Integral المحدد �ير التكامل قواعد

1 �اب� عدد k

2 القوى قاعدة

Properties of Indefinite Integral المحدد �ير التكامل خواص

1 �اب� بعدد ال�ر� خا�ية

2 والطرح الجمع خا�ية

ملا��ا�:
a

b

�و�د:
a b

الحل:
a
b

�و�د: 3
a b

15

مثال  4

مكاملة م� التكامل في القا�د� ��� ننا تمك� كما ا� حد� ا حد� المقادير ا�تقا� م� التفاضل في �ال�ر� الجمع �ا�د� تمكن�نا
الحل. ن�اية في واحد اختياري �اب� في الموجودة الكثيرة التكامل �واب� �دم� �ل� نفعل ��ندما ا� حد� ا حد� المقادير

2 5x x dx2
- +^ h# احسب: 

الحل:
( )x x dx x dx x dx dx2 5 2 522
- + = - + #### ( ( ) ( )) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx! != ###

x C x C x C3 2 2 5
3 2

= + - + + +1 2 3

x x x C3 5
3

2
= - + + واحد �اب� في , ,C C C2 31 ادم�

x x dx3 4 12
- -^ h# احسب:  4

التالية: المحددة �ير التكاملات �وجد

a
x dx
1
2# b x

x x dx1
4 32

-
- +# c

x
x dx2
2

2 2
-c m#

الحل:
a

x dx x dx1 2
2 =

-# #

C
x
2 1

2 1

= +
- +

- +

,x dx n
x C n Q1 1

1
n

n

! -=
+
+ -

+ " ,#

C
x
1

1

= +
-

-

x C
1

= +
-

b x
x x dx x

x x
dx1

4 3
1

3 12

-
-

=
-+

-

-

^
^ ^

h
h h# #

x dx3= -^ h# التكامل في الطرح قاعدة

C
x x2 3
2

= - +

c 1x
x dx x dx2

2 2
2

2 2 2
=

-
-

-c ^m h# #
x
x

x x2
1 22

2

2
2

- = -
-

1 x x dx4 42 4
= - +

- -^ h# � بسِّ
4 4

x x x
C

3 3= + - +

16

مكاملة م� التكامل في القا�د� ��� ننا تمك� كما ا� حد� ا حد� المقادير ا�تقا� م� التفاضل في �ال�ر� الجمع �ا�د� تمكن�نا
الحل. ن�اية في واحد اختياري �اب� في الموجودة الكثيرة التكامل �واب� �دم� �ل� نفعل ��ندما ا� حد� ا حد� المقادير

2 5x x dx2
- +^ h# احسب: 

الحل:
( )x x dx x dx x dx dx2 5 2 522
- + = - + #### ( ( ) ( )) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx! != ###

x C x C x C3 2 2 5
3 2

= + - + + +1 2 3

x x x C3 5
3

2
= - + + واحد �اب� في , ,C C C2 31 ادم�

x x dx3 4 12
- -^ h# احسب:  4

التالية: المحددة �ير التكاملات �وجد

a
x dx
1
2# b x

x x dx1
4 32

-
- +# c

x
x dx2
2

2 2
-c m#

الحل:
a

x dx x dx1 2
2 =

-# #

C
x
2 1

2 1

= +
- +

- +

,x dx n
x C n Q1 1

1
n

n

! -=
+
+ -

+ " ,#

C
x
1

1

= +
-

-

x C
1

= +
-

b x
x x dx x

x x
dx1

4 3
1

3 12

-
-

=
-+

-

-

^
^ ^

h
h h# #

x dx3= -^ h# التكامل في الطرح قاعدة

C
x x2 3
2

= - +

c 1x
x dx x dx2

2 2
2

2 2 2
=

-
-

-c ^m h# #
x
x

x x2
1 22

2

2
2

- = -
-

1 x x dx4 42 4
= - +

- -^ h# � بسِّ
4 4

x x x
C

3 3= + - +

16

حاول أن تحل  4

9

نْ تمرَّ
5-1 المحدد �ير التكامل

Indefinite Integral

مقالية المجموعة A تمارين

. ( ) ( )f x x15 3 2 4= + للدالة عكسية مشتقة هي ( ) ( )F x x3 2 75
= + + أن:  أثبت (1)

حي�: f للدالةّ عكسيةّ مشتقةّ Fهي �� من تحقّ� التمرينين (2-3)، في

(2) ( )F x x x x 10
3
1 3 2

= - + - (3) ( )F x x1 4
= +

( )f x x x2 12
= - + ( )f x

x

x

1

2
4

3

=
+

في التمارين (14-4)، احسب التكامل.

(4) x x dx6 35
- +^ h# (5) x dx3 6 2-^ h#

(6) x dx
3
1

3
2

-# (7) -x x dx13
3c m#

(8)
x x
x x dx

3
27

2

4

-

-# (9) x x dx2 2 3- +^ ^h h#

(10)
x
x dx
1
1
+

-# (11)
x

x x
dx

-#

(12)
x
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نْ تمرَّ
5-1 المحدد �ير التكامل

Indefinite Integral

مقالية المجموعة A تمارين

. ( ) ( )f x x15 3 2 4= + للدالة عكسية مشتقة هي ( ) ( )F x x3 2 75
= + + أن:  أثبت (1)

حي�: f للدالةّ عكسيةّ مشتقةّ Fهي �� من تحقّ� التمرينين (2-3)، في
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. ( )F x فأوجد ، ( )F 1 0- = وكان ( )F x x x dx9 4 52
= - +^ h# كان إذا (16)

هو: وحدة ألف x يباع عندما الدخل هامش أنّ افرض الدخل. هام� (17)

dx
dr x x3 6 122
= - + وحدة)  لكل (دينارًا  

( )r 0 0= كان إذا ( )r x الدخل دالة أوجد

الأرض. سطح عن m115 ارتفاعه برج سطح من m/s16 ابتدائية بسرعة الأعلى إلى كرة ألقيت (18)

ارتفاع؟ أعلى إلى الكرة تصل سوف t زمن أي في (a)

.( ( ) . m/sa t 9 8 2
= الأرض جاذبية عجلة أن الأرض؟ (علمًا إلى الكرة تصل سوف t زمن أي في (b)
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كراسة التمارين
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الأرض. سطح عن m115 ارتفاعه برج سطح من m/s16 ابتدائية بسرعة الأعلى إلى كرة ألقيت (18)

ارتفاع؟ أعلى إلى الكرة تصل سوف t زمن أي في (a)

.( ( ) . m/sa t 9 8 2
= الأرض جاذبية عجلة أن الأرض؟ (علمًا إلى الكرة تصل سوف t زمن أي في (b)

5 - 15 - 1
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9

نْ تمرَّ
5-1 المحدد �ير التكامل

Indefinite Integral

مقالية المجموعة A تمارين

. ( ) ( )f x x15 3 2 4= + للدالة عكسية مشتقة هي ( ) ( )F x x3 2 75
= + + أن:  أثبت (1)

حي�: f للدالةّ عكسيةّ مشتقةّ Fهي �� من تحقّ� التمرينين (2-3)، في

(2) ( )F x x x x 10
3
1 3 2

= - + - (3) ( )F x x1 4
= +

( )f x x x2 12
= - + ( )f x

x

x

1

2
4

3

=
+

التكامل. احسب التمارين (4-14)، في

(4) x x dx6 35
- +^ h# (5) x dx3 6 2-^ h#

(6) x dx
3
1

3
2

-# (7) -x x dx13
3c m#

(8)
x x
x x dx

3
27

2

4

-

-# (9) x x dx2 2 3- +^ ^h h#

(10)
x
x dx
1
1
+

-# (11)
x

x x
dx

-#

(12)
x
x dx5 2+# (13) x

x
dx1 2

+` j#

(14) x x dx23 34+^ h#
. ( )F x فأوجد ، ( )F 2 3= وكان ( )F x x dx3 52

= -^ h# كان إذا (15)

. ( )F x فأوجد ، ( )F 1 0- = وكان ( )F x x x dx9 4 52
= - +^ h# كان إذا (16)

هو: وحدة ألف x يباع عندما الدخل هامش أنّ افرض الدخل. هام� (17)

dx
dr x x3 6 122
= - + وحدة)  لكل (دينارًا  

( )r 0 0= كان إذا ( )r x الدخل دالة أوجد

الأرض. سطح عن m115 ارتفاعه برج سطح من m/s16 ابتدائية بسرعة الأعلى إلى كرة ألقيت (18)

ارتفاع؟ أعلى إلى الكرة تصل سوف t زمن أي في (a)

.( ( ) . m/sa t 9 8 2
= الأرض جاذبية عجلة أن الأرض؟ (علمًا إلى الكرة تصل سوف t زمن أي في (b)

9

نْ تمرَّ
5-1 المحدد �ير التكامل

Indefinite Integral

مقالية المجموعة A تمارين

. ( ) ( )f x x15 3 2 4= + للدالة عكسية مشتقة هي ( ) ( )F x x3 2 75
= + + أن:  أثبت (1)

حي�: f للدالةّ عكسيةّ مشتقةّ Fهي �� من تحقّ� التمرينين (2-3)، في

(2) ( )F x x x x 10
3
1 3 2

= - + - (3) ( )F x x1 4
= +

( )f x x x2 12
= - + ( )f x

x

x

1

2
4

3

=
+

التكامل. احسب التمارين (4-14)، في

(4) x x dx6 35
- +^ h# (5) x dx3 6 2-^ h#

(6) x dx
3
1

3
2

-# (7) -x x dx13
3c m#

(8)
x x
x x dx

3
27

2

4

-

-# (9) x x dx2 2 3- +^ ^h h#

(10)
x
x dx
1
1
+

-# (11)
x

x x
dx

-#

(12)
x
x dx5 2+# (13) x

x
dx1 2

+` j#

(14) x x dx23 34+^ h#
. ( )F x فأوجد ، ( )F 2 3= وكان ( )F x x dx3 52

= -^ h# كان إذا (15)

. ( )F x فأوجد ، ( )F 1 0- = وكان ( )F x x x dx9 4 52
= - +^ h# كان إذا (16)

هو: وحدة ألف x يباع عندما الدخل هامش أنّ افرض الدخل. هام� (17)

dx
dr x x3 6 122
= - + وحدة)  لكل (دينارًا  

( )r 0 0= كان إذا ( )r x الدخل دالة أوجد

الأرض. سطح عن m115 ارتفاعه برج سطح من m/s16 ابتدائية بسرعة الأعلى إلى كرة ألقيت (18)

ارتفاع؟ أعلى إلى الكرة تصل سوف t زمن أي في (a)

.( ( ) . m/sa t 9 8 2
= الأرض جاذبية عجلة أن الأرض؟ (علمًا إلى الكرة تصل سوف t زمن أي في (b)

مثال  7

.C ال�ا�� قيمة �ي�ا� �� يمكننا �ر� يتوفر �ند�ا العكسية المشتقات �� واحدة تحديد يمك�

( )F x )  ف�وجد  )F 3 2=   ، ( )F x x dx2 3= -^ h# �ن كان:  
الحل:

( )F x x dx xdx dx2 3 2 3= - = -^ h# ##
Cx x32

= - +

( )F 3 2= المعطاة:  القيمة �ست�د� C�ال�اب قيمة لإيجاد
C2 3 3 32

= - +^ ^h h ب� 2 ( )F 3 ب� 3 وعن x عوَّ�عن
C2 9 9= - +

C 2= ومن�
( ) x xF x 3 22
= - + فيكون: 

( )F x ف�وجد ( )F 1 0- = ، ( ) 5x x dxF 2 += ^ h# كان:   ��ا 7

الأر�.  سط� عن m140 ار��اع� بر� سط� من /m s15 ابتدائية بسرعة الأعلى �لى كرة �لقي�

ار��ا�� �على �لى الكرة ��ل سوف t زمن �� في a
m/s( ( ) .a t 9 8 2

= الأرضية الجا�بية عجلة ب�ن الأر�� (علمًا �لى الكرة ��ل سوف t زمن �� في b
الحل:

الأعلى. �لى الموجب ا��جا� و��تار ر�سية الحركة ف�ن الأعلى �لى �لقي� الكرة �ن بما a
�ناق�ية هي ( )v t المتجهة والسرعة ( )s t الأر�هي سط� فو� المسافة �ا�ية t الزمن في

ل�ا: سالبة العجلة وبالتالي
( ) .a t dt

dv
9 8= = -

( ) ( ) .v t a t dt dt9 8= = -# # t �لى بالنسبة الطرفين بمكاملة
( ) .v t t C9 8= - +

. ( ) C15 9 8 0= - + ل�ا: ( )v 0 15= ولكن
C 15= ومن�:
( ) .v t t9 8 15= - + ويكون:

( )tv 0= عندما ار��ا� �على �لى الكرة ��ل

. .t t9 8 15 0 9 8
15

(- + = =

. st 1 53.
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.C ال�ا�� قيمة �ي�ا� �� يمكننا �ر� يتوفر �ند�ا العكسية المشتقات �� واحدة تحديد يمك�

( )F x ف�وجد ( )F 3 2= ، ( )F x x dx2 3= -^ h# كان:   �ن
الحل:

( )F x x dx xdx dx2 3 2 3= - = -^ h# ##
Cx x32

= - +

( )F 3 2= المعطاة:  القيمة �ست�د� C�ال�اب قيمة لإيجاد
C2 3 3 32

= - +^ ^h h ب� 2 ( )F 3 ب� 3 وعن x عوَّ�عن
C2 9 9= - +

C 2= ومن�
( ) x xF x 3 22
= - + فيكون: 

( )F x )  ف�وجد  )F 1 0- =   ،  ( ) 5x x dxF 2 += ^ h# ��ا كان:    7

الأر�.  سط� عن m140 ار��اع� بر� سط� من /m s15 ابتدائية بسرعة الأعلى �لى كرة �لقي�

ار��ا�� �على �لى الكرة ��ل سوف t زمن �� في a
m/s( ( ) .a t 9 8 2

= الأرضية الجا�بية عجلة ب�ن الأر�� (علمًا �لى الكرة ��ل سوف t زمن �� في b
الحل:

الأعلى. �لى الموجب ا��جا� و��تار ر�سية الحركة ف�ن الأعلى �لى �لقي� الكرة �ن بما a
�ناق�ية هي ( )v t المتجهة والسرعة ( )s t الأر�هي سط� فو� المسافة �ا�ية t الزمن في

ل�ا: سالبة العجلة وبالتالي
( ) .a t dt

dv
9 8= = -

( ) ( ) .v t a t dt dt9 8= = -# # t �لى بالنسبة الطرفين بمكاملة
( ) .v t t C9 8= - +

. ( ) C15 9 8 0= - + ل�ا: ( )v 0 15= ولكن
C 15= ومن�:
( ) .v t t9 8 15= - + ويكون:

( )tv 0= عندما ار��ا� �على �لى الكرة ��ل

. .t t9 8 15 0 9 8
15

(- + = =

. st 1 53.
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5 - 15 - 1
SALAMAكراسة التمارين

9

نْ تمرَّ
5-1 المحدد �ير التكامل

Indefinite Integral

مقالية المجموعة A تمارين

. ( ) ( )f x x15 3 2 4= + للدالة عكسية مشتقة هي ( ) ( )F x x3 2 75
= + + أن:  أثبت (1)

حي�: f للدالةّ عكسيةّ مشتقةّ Fهي �� من تحقّ� التمرينين (2-3)، في

(2) ( )F x x x x 10
3
1 3 2

= - + - (3) ( )F x x1 4
= +

( )f x x x2 12
= - + ( )f x

x

x

1

2
4

3

=
+

التكامل. احسب التمارين (4-14)، في

(4) x x dx6 35
- +^ h# (5) x dx3 6 2-^ h#

(6) x dx
3
1

3
2

-# (7) -x x dx13
3c m#

(8)
x x
x x dx

3
27

2

4

-

-# (9) x x dx2 2 3- +^ ^h h#

(10)
x
x dx
1
1
+

-# (11)
x

x x
dx

-#

(12)
x
x dx5 2+# (13) x

x
dx1 2

+` j#

(14) x x dx23 34+^ h#
. ( )F x ، فأوجد  ( )F 2 3= ) وكان  )F x x dx3 52

= -^ h# إذا كان   (15)

. ( )F x ، فأوجد  ( )F 1 0- = ) وكان  )F x x x dx9 4 52
= - +^ h# إذا كان   (16)

هو: وحدة ألف x يباع عندما الدخل هامش أنّ افرض الدخل. هام� (17)

dx
dr x x3 6 122
= - + وحدة)  لكل (دينارًا  

( )r 0 0= كان إذا ( )r x الدخل دالة أوجد

الأرض. سطح عن m115 ارتفاعه برج سطح من m/s16 ابتدائية بسرعة الأعلى إلى كرة ألقيت (18)

ارتفاع؟ أعلى إلى الكرة تصل سوف t زمن أي في (a)

.( ( ) . m/sa t 9 8 2
= الأرض جاذبية عجلة أن الأرض؟ (علمًا إلى الكرة تصل سوف t زمن أي في (b)

9

نْ تمرَّ
5-1 المحدد �ير التكامل

Indefinite Integral

مقالية المجموعة A تمارين

. ( ) ( )f x x15 3 2 4= + للدالة عكسية مشتقة هي ( ) ( )F x x3 2 75
= + + أن:  أثبت (1)

حي�: f للدالةّ عكسيةّ مشتقةّ Fهي �� من تحقّ� التمرينين (2-3)، في

(2) ( )F x x x x 10
3
1 3 2

= - + - (3) ( )F x x1 4
= +

( )f x x x2 12
= - + ( )f x

x

x

1

2
4

3

=
+

التكامل. احسب التمارين (4-14)، في

(4) x x dx6 35
- +^ h# (5) x dx3 6 2-^ h#

(6) x dx
3
1

3
2

-# (7) -x x dx13
3c m#

(8)
x x
x x dx

3
27

2

4

-

-# (9) x x dx2 2 3- +^ ^h h#

(10)
x
x dx
1
1
+

-# (11)
x

x x
dx

-#

(12)
x
x dx5 2+# (13) x

x
dx1 2

+` j#

(14) x x dx23 34+^ h#
. ( )F x ، فأوجد  ( )F 2 3= ) وكان  )F x x dx3 52

= -^ h# إذا كان   (15)

. ( )F x ، فأوجد  ( )F 1 0- = وكان ( )F x x x dx9 4 52
= - +^ h# كان إذا  (16)

هو: وحدة ألف x يباع عندما الدخل هامش أنّ افرض الدخل. هام� (17)

dx
dr x x3 6 122
= - + وحدة)  لكل (دينارًا  

( )r 0 0= كان إذا ( )r x الدخل دالة أوجد

الأرض. سطح عن m115 ارتفاعه برج سطح من m/s16 ابتدائية بسرعة الأعلى إلى كرة ألقيت (18)

ارتفاع؟ أعلى إلى الكرة تصل سوف t زمن أي في (a)

.( ( ) . m/sa t 9 8 2
= الأرض جاذبية عجلة أن الأرض؟ (علمًا إلى الكرة تصل سوف t زمن أي في (b)

.C ال�ا�� قيمة �ي�ا� �� يمكننا �ر� يتوفر �ند�ا العكسية المشتقات �� واحدة تحديد يمك�

( )F x ف�وجد ( )F 3 2= ، ( )F x x dx2 3= -^ h# كان:   �ن
الحل:

( )F x x dx xdx dx2 3 2 3= - = -^ h# ##
Cx x32

= - +

( )F 3 2= المعطاة:  القيمة �ست�د� C�ال�اب قيمة لإيجاد
C2 3 3 32

= - +^ ^h h ب� 2 ( )F 3 ب� 3 وعن x عوَّ�عن
C2 9 9= - +

C 2= ومن�
( ) x xF x 3 22
= - + فيكون: 

( )F x ف�وجد ( )F 1 0- = ، ( ) 5x x dxF 2 += ^ h# كان:   ��ا 7

m140 عن سط� الأر�.  m/ من سط� بر� ار��اع�  s15 �لقي� كرة �لى الأعلى بسرعة ابتدائية 
في �� زمن t سوف ��ل الكرة �لى �على ار��ا��  a

m/s( ( ) .a t 9 8 2
= في �� زمن t سوف ��ل الكرة �لى الأر�� (علمًا ب�ن عجلة الجا�بية الأرضية   b

الحل:
الأعلى. �لى الموجب ا��جا� و��تار ر�سية الحركة ف�ن الأعلى �لى �لقي� الكرة �ن بما a

�ناق�ية هي ( )v t المتجهة والسرعة ( )s t الأر�هي سط� فو� المسافة �ا�ية t الزمن في
ل�ا: سالبة العجلة وبالتالي

( ) .a t dt
dv

9 8= = -

( ) ( ) .v t a t dt dt9 8= = -# # t �لى بالنسبة الطرفين بمكاملة
( ) .v t t C9 8= - +

. ( ) C15 9 8 0= - + ل�ا: ( )v 0 15= ولكن
C 15= ومن�:
( ) .v t t9 8 15= - + ويكون:

( )tv 0= عندما ار��ا� �على �لى الكرة ��ل

. .t t9 8 15 0 9 8
15

(- + = =

. st 1 53.
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مثال  8

معلومة:
من•   تنت� ( )a t العجلة دالة

( )v t السرعة دالة ا�تقا�
. ( ) ( )'v t a t=  :�� ��

من•   تنت� ( )v t السرعة دالة
( )s t الإزاحة دالة ا�تقا�

. ( ) ( )'v t s t=  :�� ��

معلومة:
( ) ( )s t v t dt= #
( ) ( )v t a t dt= #

( )s t �و�د b
( ) ( )s t v t dt= #

9.8 15t dt-= +^ h#

2
9.8

15 4.9 15
t t C t t C
2

2
= - + + = - + +

( )s 0 140a =

. ( ) ( ) C4 9 0 15 0 1402
- + + =

C 140` =

( ) .s t t t4 9 15 1402
= - + +

:�� ( )s t 0= الأر�عندما س�� �لى الكرة ت�ل

. t t4 9 15 140 02
- + + =

التربيعية المعادلة حل �ا�و� باست�دا�

. .t t s9 8
15 2 969

7 1(
!

.=
-

-

تقريبًا . s7 1 مرور بعد الأر� س�� �لى الكرة ت�ل ��

عن m80 ارت�اع� الأبنية �حد س�� على من /m s12 ابتدائية بسرعة الأعلى �لى �لقي�كرة 8
الأر�. س��

ارت�ا�� �على �لى الكرة ت�ل سوف t زمن �� في a
الأر�� �لى الكرة ت�ل سوف t زمن �� في b

( m/s( ) .a t 9 8 2
= الأرضية الجا�بية عجلة ب�� (علمًا

19
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معلومة:
من•   تنت� ( )a t العجلة دالة

( )v t السرعة دالة ا�تقا�
. ( ) ( )'v t a t=  :�� ��

من•   تنت� ( )v t السرعة دالة
( )s t الإزاحة دالة ا�تقا�

. ( ) ( )'v t s t=  :�� ��

معلومة:
( ) ( )s t v t dt= #
( ) ( )v t a t dt= #

( )s t �و�د b
( ) ( )s t v t dt= #

9.8 15t dt-= +^ h#

2
9.8

15 4.9 15
t t C t t C
2

2
= - + + = - + +

( )s 0 140a =

. ( ) ( ) C4 9 0 15 0 1402
- + + =

C 140` =

( ) .s t t t4 9 15 1402
= - + +

:�� ( )s t 0= الأر�عندما س�� �لى الكرة ت�ل

. t t4 9 15 140 02
- + + =

التربيعية المعادلة حل �ا�و� باست�دا�

. .t t s9 8
15 2 969

7 1(
!

.=
-

-

تقريبًا . s7 1 مرور بعد الأر� س�� �لى الكرة ت�ل ��

m80 عن  m/ من على س�� �حد الأبنية ارت�اع�  s12 �لقي� كرة �لى الأعلى بسرعة ابتدائية  8
س�� الأر�.

في �� زمن t سوف ت�ل الكرة �لى �على ارت�ا��  a
في �� زمن t سوف ت�ل الكرة �لى الأر��  b

( m/s( ) .a t 9 8 2
= (علمًا ب�� عجلة الجا�بية الأرضية 

19

حاول أن تحل 8

موضوعي

10

موضوعية المجموعة B تمارين

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

a  b ( ) xf x 3 4
= -

- ) هي مشتقة عكسية للدالة:  )F x x 3=
-  (1)

a  b  x x dx x x x C1 2
1

2
13 2 2

- + - = + - +
- -^ h#  (2)

a  b
x dx x C1 1
2 = +#  (3)

a  b ( )f x x x
1

2
1

2
12

= - + + ، فإن:    = =( ) , ( )f f x
x
x2 1 1

2 +' إذا كانت:   (4)

( )F x x x x6 15 4003 2= + + + ، فإن:     , ( )dx F 0 400==( ) ( )F x x x3 12 152
- +# إذا كانت:   (5)

a b

في التمارين (12-6)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.

(6) t dt
3
4 23 =#

a Ct
5
3 3
5

+  b Ct
5
4 3
5

+

c t C
3
4 53 + d  t C4 53 +

(7) x
x
dx123

23
+ =c m#

a x x C55
3 3 3

4

+ +^ h b -
x x C5
3 53
2

3
2

+ +^ h
c x x C53

5 3 3
4

+ +^ h d x x C3
5 53
4

3
2

+ +^ h
تساوي: y فإنّ , ,

dx
dy

x y x5 13
2

= = - = -
- كان:  إذا (8)

a - -
x
3 3

142

b x3 23
1

+

c x3 23
1

- d x3 3
1

(9)
x
x

dx
2 3+

=#

a x x C
4
3

2
32

3
2
1

+ + b x x C
3
1 62
3

2
1

+ +

c x x C6
3
4 2

3
2
1

+ + d x x C3
4

6
1 2
1

2
3

+ +

5 - 15 - 1
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10

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

a  b   ( ) xf x 3 4
= -

- ) هي مشتقة عكسية للدالة:  )F x x 3=
-  (1)

a  b  x x dx x x x C1 2
1

2
13 2 2

- + - = + - +
- -^ h#  (2)

a  b  x dx x C1 1
2 = +#  (3)

a  b  ( )f x x x
1

2
1

2
12

= - + + ، فإن:    = =( ) , ( )f f x
x
x2 1 1

2 +' إذا كانت:   (4)

( )F x x x x6 15 4003 2= + + + ، فإن:     , ( )dx F 0 400==( ) ( )F x x x3 12 152
- +# إذا كانت:   (5)

a  b

في التمارين (12-6)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.

(6) t dt
3
4 23 =#

 a  Ct
5
3 3
5

+  b  Ct
5
4 3
5

+

 c  t C
3
4 53 +  d  t C4 53 +

(7) x
x
dx123

23
+ =c m#

 a  x x C55
3 3 3

4

+ +^ h  b  -
x x C5
3 53
2

3
2

+ +^ h
 c  x x C53

5 3 3
4
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5 53
4

3
2
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x
3 3

142

 b  x3 23
1

+

 c  x3 23
1
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x
x

dx
2 3+

=#

 a  x x C
4
3

2
32

3
2
1

+ +  b  x x C
3
1 62
3

2
1

+ +

 c  x x C6
3
4 2

3
2
1

+ +  d  x x C3
4

6
1 2
1

2
3

+ +

11

(10) x x dx2 2
+ =^ h#

  a  x x C
3
4

7
22

3
2
7
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4
3

2
72

3
2
7

+ +

  c  x x C
3
1

2
72

3
2
7

+ +  d  x x C
3
4

2
72

3
2
7

+ +

(11)  
x
x
dx

2 23
+

=#

  a  x x C
7
62

1
6
7

+ +  b  x x C4
7
62

1
6
7

+ +

  c  x x C
6
72

1
6
7

+ +  d  x x C4
6
72

1
6
7

+ +

(12)  
x

dxx x
2

24 4
22

-
-

+ =
+c m#

  a  x C2
+  b  x C2 +

  c  Cx x2 2
2

+ +  d  x C
3
1 3

+
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1
4

x
x dx u du2

5

5
+

= -
a k
# #

u C6

6
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كراسة التمارين22

12

نْ تمرَّ
5-2 التكامل بالتعوي�

Integration by Substitution

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (12-1)، است�د� التعوي� المناسب لإيجاد التكامل.

(1) x x x dx2 3 3 52
- - +^ h#  (2) x dx4 5 8-^ h#

(3) x x x dx2 4 123+ + -^ h#  (4) x x x dx1 3 532
- - +^ h#

(5) x x x x dx2 3 42 23 5
- - +^ ^h h#  (6) 

x
x dx
4

2

33 +
#

(7) 
x

dx
2 33 -

#  (8) x x dx3 2 6+^ h#

(9) 
x

x dx
1 3+

#  (10) x x dx12
-#

(11) x x dx23 2 -#  (12) x x dx135 3
+#

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) x x dx x C1 18
1 12 10 2 9

- = - +^ ^h h#  a  b

(2) ( )x x x dx x x C1 2 3
8
3 2 32 2 43 3+ + + = + + +^ h#  a  b
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18
1 2 3 42 3 5 3 6

- - + = - + +^ ^ ^h h h#  a  b

(5) x x dx x x C2
7
3 2
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3 23 3

7
3
4

+ = + - + +^ ^h h#  a  b

في التمارين (12-6)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.

(6) x x dx22 7
+ =^ h#

 a  x C16
1

22 8
+ +^ h  b  x C4

1
22 8
+ +^ h

 c  x C12
1

22 6
+ +^ h  d  x C3

1
22 6
+ +^ h
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(3) x x x dx2 4 123+ + -^ h#  (4) x x x dx1 3 532
- - +^ h#

(5) x x x x dx2 3 42 23 5
- - +^ ^h h#  (6) 

x
x dx
4

2

33 +
#

(7) 
x

dx
2 33 -

#  (8) x x dx3 2 6+^ h#

(9) 
x

x dx
1 3+

#  (10) x x dx12
-#

(11) x x dx23 2 -#  (12) x x dx135 3
+#

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) x x dx x C1 18
1 12 10 2 9

- = - +^ ^h h#  a  b

(2) ( )x x x dx x x C1 2 3
8
3 2 32 2 43 3+ + + = + + +^ h#  a  b

(3) 
x
dx x C
3 2

2 3 2
-

= - +#  a  b

(4) x x x dx x x C2 1 2 3 4
18
1 2 3 42 3 5 3 6

- - + = - + +^ ^ ^h h h#  a  b

(5) x x dx x x C2
7
3 2

2
3 23 3

7
3
4

+ = + - + +^ ^h h#  a  b

في التمارين (12-6)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.

(6) x x dx22 7
+ =^ h#

 a  x C16
1

22 8
+ +^ h  b  x C4

1
22 8
+ +^ h

 c  x C12
1

22 6
+ +^ h  d  x C3

1
22 6
+ +^ h

١٤
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12

نْ تمرَّ
5-2 التكامل بالتعوي�

Integration by Substitution

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (12-1)، است�د� التعوي� المناسب لإيجاد التكامل.

(1) x x x dx2 3 3 52
- - +^ h#  (2) x dx4 5 8-^ h#

(3) x x x dx2 4 123+ + -^ h#  (4) x x x dx1 3 532
- - +^ h#

(5) x x x x dx2 3 42 23 5
- - +^ ^h h#  (6) 

x
x dx
4

2

33 +
#

(7) 
x

dx
2 33 -

#  (8) x x dx3 2 6+^ h#

(9) 
x

x dx
1 3+

#  (10) x x dx12
-#

(11) x x dx23 2 -#  (12) x x dx135 3
+#

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) x x dx x C1 18
1 12 10 2 9

- = - +^ ^h h#  a  b

(2) ( )x x x dx x x C1 2 3
8
3 2 32 2 43 3+ + + = + + +^ h#  a  b

(3) 
x
dx x C
3 2

2 3 2
-

= - +#  a  b

(4) x x x dx x x C2 1 2 3 4
18
1 2 3 42 3 5 3 6

- - + = - + +^ ^ ^h h h#  a  b

(5) x x dx x x C2
7
3 2

2
3 23 3

7
3
4

+ = + - + +^ ^h h#  a  b

في التمارين (12-6)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.

(6) x x dx22 7
+ =^ h#

 a  x C16
1

22 8
+ +^ h  b  x C4

1
22 8
+ +^ h

 c  x C12
1

22 6
+ +^ h  d  x C3

1
22 6
+ +^ h

12

نْ تمرَّ
5-2 التكامل بالتعوي�

Integration by Substitution

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (12-1)، است�د� التعوي� المناسب لإيجاد التكامل.

(1) x x x dx2 3 3 52
- - +^ h#  (2) x dx4 5 8-^ h#

(3) x x x dx2 4 123+ + -^ h#  (4) x x x dx1 3 532
- - +^ h#

(5) x x x x dx2 3 42 23 5
- - +^ ^h h#  (6) 

x
x dx
4

2

33 +
#

(7) 
x

dx
2 33 -

#  (8) x x dx3 2 6+^ h#

(9) 
x

x dx
1 3+

#  (10) x x dx12
-#

(11) x x dx23 2 -#  (12) x x dx135 3
+#

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) x x dx x C1 18
1 12 10 2 9

- = - +^ ^h h#  a  b

(2) ( )x x x dx x x C1 2 3
8
3 2 32 2 43 3+ + + = + + +^ h#  a  b

(3) 
x
dx x C
3 2

2 3 2
-

= - +#  a  b

(4) x x x dx x x C2 1 2 3 4
18
1 2 3 42 3 5 3 6

- - + = - + +^ ^ ^h h h#  a  b

(5) x x dx x x C2
7
3 2

2
3 23 3

7
3
4

+ = + - + +^ ^h h#  a  b

في التمارين (12-6)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.

(6) x x dx22 7
+ =^ h#

 a  x C16
1

22 8
+ +^ h  b  x C4

1
22 8
+ +^ h

 c  x C12
1

22 6
+ +^ h  d  x C3

1
22 6
+ +^ h
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نْ تمرَّ
5-2 التكامل بالتعوي�

Integration by Substitution

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (12-1)، است�د� التعوي� المناسب لإيجاد التكامل.

(1) x x x dx2 3 3 52
- - +^ h#  (2) x dx4 5 8-^ h#

(3) x x x dx2 4 123+ + -^ h#  (4) x x x dx1 3 532
- - +^ h#

(5) x x x x dx2 3 42 23 5
- - +^ ^h h#  (6) 

x
x dx
4

2

33 +
#

(7) 
x

dx
2 33 -

#  (8) x x dx3 2 6+^ h#

(9) 
x

x dx
1 3+

#  (10) x x dx12
-#

(11) x x dx23 2 -#  (12) x x dx135 3
+#

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) x x dx x C1 18
1 12 10 2 9

- = - +^ ^h h#  a  b

(2) ( )x x x dx x x C1 2 3
8
3 2 32 2 43 3+ + + = + + +^ h#  a  b

(3) 
x
dx x C
3 2

2 3 2
-

= - +#  a  b

(4) x x x dx x x C2 1 2 3 4
18
1 2 3 42 3 5 3 6

- - + = - + +^ ^ ^h h h#  a  b

(5) x x dx x x C2
7
3 2

2
3 23 3

7
3
4

+ = + - + +^ ^h h#  a  b

في التمارين (12-6)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.

(6) x x dx22 7
+ =^ h#

 a  x C16
1

22 8
+ +^ h  b  x C4

1
22 8
+ +^ h

 c  x C12
1

22 6
+ +^ h  d  x C3

1
22 6
+ +^ h

12

نْ تمرَّ
5-2 التكامل بالتعوي�

Integration by Substitution

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (12-1)، است�د� التعوي� المناسب لإيجاد التكامل.

(1) x x x dx2 3 3 52
- - +^ h#  (2) x dx4 5 8-^ h#

(3) x x x dx2 4 123+ + -^ h#  (4) x x x dx1 3 532
- - +^ h#

(5) x x x x dx2 3 42 23 5
- - +^ ^h h#  (6) 

x
x dx
4

2

33 +
#

(7) 
x

dx
2 33 -

#  (8) x x dx3 2 6+^ h#

(9) 
x

x dx
1 3+

#  (10) x x dx12
-#

(11) x x dx23 2 -#  (12) x x dx135 3
+#

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) x x dx x C1 18
1 12 10 2 9

- = - +^ ^h h#  a  b

(2) ( )x x x dx x x C1 2 3
8
3 2 32 2 43 3+ + + = + + +^ h#  a  b

(3) 
x
dx x C
3 2

2 3 2
-

= - +#  a  b

(4) x x x dx x x C2 1 2 3 4
18
1 2 3 42 3 5 3 6

- - + = - + +^ ^ ^h h h#  a  b

(5) x x dx x x C2
7
3 2

2
3 23 3

7
3
4

+ = + - + +^ ^h h#  a  b

في التمارين (12-6)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.

(6) x x dx22 7
+ =^ h#

 a  x C16
1

22 8
+ +^ h  b  x C4

1
22 8
+ +^ h

 c  x C12
1

22 6
+ +^ h  d  x C3

1
22 6
+ +^ h

١٥
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12

نْ تمرَّ
5-2 التكامل بالتعوي�

Integration by Substitution

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (12-1)، است�د� التعوي� المناسب لإيجاد التكامل.

(1) x x x dx2 3 3 52
- - +^ h#  (2) x dx4 5 8-^ h#

(3) x x x dx2 4 123+ + -^ h#  (4) x x x dx1 3 532
- - +^ h#

(5) x x x x dx2 3 42 23 5
- - +^ ^h h#  (6) 

x
x dx
4

2

33 +
#

(7) 
x

dx
2 33 -

#  (8) x x dx3 2 6+^ h#

(9) 
x

x dx
1 3+

#  (10) x x dx12
-#

(11) x x dx23 2 -#  (12) x x dx135 3
+#

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) x x dx x C1 18
1 12 10 2 9

- = - +^ ^h h#  a  b

(2) ( )x x x dx x x C1 2 3
8
3 2 32 2 43 3+ + + = + + +^ h#  a  b

(3) 
x
dx x C
3 2

2 3 2
-

= - +#  a  b

(4) x x x dx x x C2 1 2 3 4
18
1 2 3 42 3 5 3 6

- - + = - + +^ ^ ^h h h#  a  b

(5) x x dx x x C2
7
3 2

2
3 23 3

7
3
4

+ = + - + +^ ^h h#  a  b

في التمارين (12-6)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.

(6) x x dx22 7
+ =^ h#

 a  x C16
1

22 8
+ +^ h  b  x C4

1
22 8
+ +^ h

 c  x C12
1

22 6
+ +^ h  d  x C3

1
22 6
+ +^ h

12

نْ تمرَّ
5-2 التكامل بالتعوي�

Integration by Substitution

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (12-1)، است�د� التعوي� المناسب لإيجاد التكامل.

(1) x x x dx2 3 3 52
- - +^ h#  (2) x dx4 5 8-^ h#

(3) x x x dx2 4 123+ + -^ h#  (4) x x x dx1 3 532
- - +^ h#

(5) x x x x dx2 3 42 23 5
- - +^ ^h h#  (6) 

x
x dx
4

2

33 +
#

(7) 
x

dx
2 33 -

#  (8) x x dx3 2 6+^ h#

(9) 
x

x dx
1 3+

#  (10) x x dx12
-#

(11) x x dx23 2 -#  (12) x x dx135 3
+#

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) x x dx x C1 18
1 12 10 2 9

- = - +^ ^h h#  a  b

(2) ( )x x x dx x x C1 2 3
8
3 2 32 2 43 3+ + + = + + +^ h#  a  b

(3) 
x
dx x C
3 2

2 3 2
-

= - +#  a  b

(4) x x x dx x x C2 1 2 3 4
18
1 2 3 42 3 5 3 6

- - + = - + +^ ^ ^h h h#  a  b

(5) x x dx x x C2
7
3 2

2
3 23 3

7
3
4

+ = + - + +^ ^h h#  a  b

في التمارين (12-6)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.

(6) x x dx22 7
+ =^ h#

 a  x C16
1

22 8
+ +^ h  b  x C4

1
22 8
+ +^ h

 c  x C12
1

22 6
+ +^ h  d  x C3

1
22 6
+ +^ h

مثال 3

الحل:
a x dx x dx4 5 4 5 2

1

=- -^ h# #
( ) xg x 4 5= -

( )'g x 4=

x dx x dx4 5 4
1
4 4 5 2

1
2
1

` - = -^ ^h h# #

( ) ( )'g x g x dx4
1 2

1

= ^ h#

x C4
1

2
3

4 5 2
3

=
-

+
^ h

x C12
2
4 5 2

3

= - +^ h
x C6

1
4 5 3= - +^ h

b
x x

dx
2

5
3

+^ h#

u x 2= +

du
x
dx du

x
dx

2
1

2(= = قاعدة التفاضل

x x
dx u du

2

5 5
23 3=

+^ ^h h# #

u du u du10
103

3
=

-# # �الت����

u C5 2
= - +

- ,u du n
u C n Q1 1

1
n

n

! - -=
+
+

+ " ,#

x
C

2

5
2=

+

-
+^ h

���د:  2
a  x dx3 75 +^ h#  b

x
x dx3 5
3

3

2

-^ h#

x x dx1 5+^ h# ���د: 
الحل:

u x x u1 1(= + = -

du dx= قاعدة التفاضل

22

1x x dx5+^ h# u u du1 5
= -^ h# �الت����

u u du6 5
= -^ h#
u u C7 6

7 6

= - + ,u du n
u C n Q1 1

1
n

n

!=
+
+ - -

+ " ,#
x x C7
1

6
17 6

=
+

-
+

+
^ ^h h

x x dx2 1 3-^ h# ���د:   3

x x dx45 2
-# ���د: 

الحل:
u x x u4 42 2

(= - = -

du x dx x dx du2 2
1

(= - = - قاعدة التفاضل
x x x d x x x dxx4 4

22 22 4
- = -^ ^ ^ ^h h h h# # x x x5 4 :=

u u du4 2
12

= - -a^ kh# �الت���� 

u u u du2
1

16 8 2
= - - +^ h# a b a bab22 2 2

- = - +^ h
u u u du8 4 2

12
1

2
3

2
5

= - + -a k#

Cu u u

2
3
8

2
5
4

2
1

2
7

2
3 2

5
2
7

+=
-

+ -

Cu u u3
16

5
8

7
12

3
2
5

2
7

+=
-

+ -

x x Cx3
16
4 5

8
4 7

1
42 2 22 2 2

3 5 7

= - - + - - - +^ ^ ^h h h

x x dx35 2
+# ���د:   4

23

حاول أن تحل 3

١٦
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1x x dx5+^ h# u u du1 5
= -^ h# �الت����

u u du6 5
= -^ h#
u u C7 6

7 6

= - + ,u du n
u C n Q1 1

1
n

n

!=
+
+ - -

+ " ,#
x x C7
1

6
17 6

=
+

-
+

+
^ ^h h

x x dx2 1 3-^ h# ���د:   3

x x dx45 2
-# ���د: 

الحل:
u x x u4 42 2

(= - = -

du x dx x dx du2 2
1

(= - = - قاعدة التفاضل
x x x d x x x dxx4 4

22 22 4
- = -^ ^ ^ ^h h h h# # x x x5 4 :=

u u du4 2
12

= - -a^ kh# �الت���� 

u u u du2
1

16 8 2
= - - +^ h# a b a bab22 2 2

- = - +^ h
u u u du8 4 2

12
1

2
3

2
5

= - + -a k#

Cu u u

2
3
8

2
5
4

2
1

2
7

2
3 2

5
2
7

+=
-

+ -

Cu u u3
16

5
8

7
12

3
2
5

2
7

+=
-

+ -

x x Cx3
16
4 5

8
4 7

1
42 2 22 2 2

3 5 7

= - - + - - - +^ ^ ^h h h

x x dx35 2
+# ���د:   4

23

مثال 4

1x x dx5+^ h# u u du1 5
= -^ h# �الت����

u u du6 5
= -^ h#
u u C7 6

7 6

= - + ,u du n
u C n Q1 1

1
n

n

!=
+
+ - -

+ " ,#
x x C7
1

6
17 6

=
+

-
+

+
^ ^h h

x x dx2 1 3-^ h# ���د:   3

x x dx45 2
-# ���د: 

الحل:
u x x u4 42 2

(= - = -

du x dx x dx du2 2
1

(= - = - قاعدة التفاضل
x x x d x x x dxx4 4

22 22 4
- = -^ ^ ^ ^h h h h# # x x x5 4 :=

u u du4 2
12

= - -a^ kh# �الت���� 

u u u du2
1

16 8 2
= - - +^ h# a b a bab22 2 2

- = - +^ h
u u u du8 4 2

12
1

2
3

2
5

= - + -a k#

Cu u u

2
3
8

2
5
4

2
1

2
7

2
3 2

5
2
7

+=
-

+ -

Cu u u3
16

5
8

7
12

3
2
5

2
7

+=
-

+ -

x x Cx3
16
4 5

8
4 7

1
42 2 22 2 2

3 5 7

= - - + - - - +^ ^ ^h h h

x x dx35 2
+# ���د:   4

23

حاول أن تحل 4
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12

نْ تمرَّ
5-2 التكامل بالتعوي�

Integration by Substitution

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (12-1)، است�د� التعوي� المناسب لإيجاد التكامل.

(1) x x x dx2 3 3 52
- - +^ h#  (2) x dx4 5 8-^ h#

(3) x x x dx2 4 123+ + -^ h#  (4) x x x dx1 3 532
- - +^ h#

(5) x x x x dx2 3 42 23 5
- - +^ ^h h#  (6) 

x
x dx
4

2

33 +
#

(7) 
x

dx
2 33 -

#  (8) x x dx3 2 6+^ h#

(9) 
x

x dx
1 3+

#  (10) x x dx12
-#

(11) x x dx23 2 -#  (12) x x dx135 3
+#

المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا �ا�� العبارة �ا��ة. a ��ا �ا�� العبارة ��ي�ة و في التمارين (5-1)، �للّ الدائرة 

(1) x x dx x C1 18
1 12 10 2 9

- = - +^ ^h h#  a  b

(2) ( )x x x dx x x C1 2 3
8
3 2 32 2 43 3+ + + = + + +^ h#  a  b

(3) 
x
dx x C
3 2

2 3 2
-

= - +#  a  b

(4) x x x dx x x C2 1 2 3 4
18
1 2 3 42 3 5 3 6

- - + = - + +^ ^ ^h h h#  a  b

(5) x x dx x x C2
7
3 2

2
3 23 3

7
3
4

+ = + - + +^ ^h h#  a  b

في التمارين (12-6)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال��ي�ة.

(6) x x dx22 7
+ =^ h#

 a  x C16
1

22 8
+ +^ h  b  x C4

1
22 8
+ +^ h

 c  x C12
1

22 6
+ +^ h  d  x C3

1
22 6
+ +^ h

12

نْ تمرَّ
5-2 التكامل بالتعوي�

Integration by Substitution

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (12-1)، است�د� التعوي� المناسب لإيجاد التكامل.

(1) x x x dx2 3 3 52
- - +^ h#  (2) x dx4 5 8-^ h#

(3) x x x dx2 4 123+ + -^ h#  (4) x x x dx1 3 532
- - +^ h#

(5) x x x x dx2 3 42 23 5
- - +^ ^h h#  (6) 

x
x dx
4

2

33 +
#

(7) 
x

dx
2 33 -

#  (8) x x dx3 2 6+^ h#

(9) 
x

x dx
1 3+

#  (10) x x dx12
-#

(11) x x dx23 2 -#  (12) x x dx135 3
+#

المجموعة B تمارين موضوعية
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(7) 
x
x

dx
1
1
-

-
=#

 a  x C3
1 1 3

2
- +^ h  b  x C3

2 1 2
3

- +^ h
 c  x C3

2 1 3
2

- +^ h  d  x C
3
2 1 3

2
- +^ h

(8) 
x
dx
3 13 +

=#

 a  x C9
2
3 1 3

2

+ +^ h  b  x C3
2
3 1 3

2

+ +^ h
 c  x C2 3 1 3

2

+ +^ h  d  x C1
3 12

3
2

+ +^ h
(9) 

x

x
dx

2 12
+

=
^ h#

 a  x C2
13
2

13
+ +^ h  b  x C13 2

2 13
+ +^ h

 c  x C26 2
1 13

+ +^ h  d  x C22
1
2

11
+ +^ h

(10)  dx
x x

x

2 3
1

23
+ +

+
=

^ h#

  a  x x C
4
3 2 32 23 + + +^ h  b  ( )x x C

2
3 2 32 23 + + +

  c  x x C3 2 32 23 + + +^ h  d  x x C
4
3 2 323 + + +

(11)  
x
x
dx

1+
=#

  a  ( )x Cx2
3 1 2 13

+ - + +  b  x x C
3
2 1

2
113

+ - + +^ h
  c  ( )x x C3

2 1 2 13
+ - + +  d  x x C

3
2 1 2 1

3
+ + + +^ h

) تساوي: )F x F، فإن:  2 8
9

- =^ h  ، ( )F x x x x dx1 2 4 12
= + + -^ ^h h# إذا كانت:     (12)

 a  x x8
1
2 4 1 4

52 2
+ - +^ h  b  x x8

1
2 4 1 12 2
+ - +^ h

 c  x x4
1
2 4 1 12 2
+ - +^ h  d  x x4 2 4 1 12 2

+ - -^ h
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تكامل الدوال المثلثية

مثال 1

تكامل الد�ا� المثلثية5-3
Integral of Trigonometric Functions

سوف تتعلم
قواعد المكاملة المثلثية.•  

المفردات �الم��لحات:
  •Rules قواعد 
قواعد المكاملة المثلثية •  

 Trigonometric Integral
Rules

ت��ر:
cos sindx

d
x x- =^ h

cos
sindx

d
k
kx kx- =` j

sin( ) cosdx
d

x = x

sin
cosdx

d
k
kx

kx=` j
tan secdx

d
x2=x

( )cot cscdx
d

x x
2

- =

sec sec tan
dx

d
x x x=

( )csc csc cotdx
d

x x x- =

معلومة:
من •   تنت�   ( )v t السرعة   دالة 

( )s t الإزاحة  دالة  ا�ت�ا� 
. ( ) ( )'v t s t=  :�� ��

من •   تنت�   ( )a t العجلة   دالة 
( )v t السرعة  دالة  ا�ت�ا� 

. ( ) ( )'v t a t=  :�� ��

دعنا �فكر ��تناق�
t يعطى بالدالة:  0H يتحر� �سي� �لى محور السينات �ي� �� مو�ع� �ند �� لح�ة 

. �و�د: ( ) sins t t=

.t السر�ة اللح�ية للجسي� كدالة في  a
.t العجلة للجسي� كدالة في  b

مع  �ن�  �لى  �ن��ا  المثلثية  الدوال  ل�ع�  المحدد  غير  التكامل  �وا�د  ي�ي��  �د�ا�  الجدول 
مصادر المشتقة لكل من�ا.

التكامل �ير المحدد

1  sin cosx dx x C+-=#

2  sin
cos

kx dx k
kx

C+-=#
3 cos sinx dx x C+=#  

4 cos
sin

kx dx k
kx

C+=#
5 sec tanx dx x C2 +=#

6 csc cotx dx x C2 +-=#

7 sec tan secx x dx x C+=#

8 csc cot cscx x dx x C+-=#

يمك� تط�ي� �وا�د التكامل التي ت� درا�ت�ا �ند تكامل الدوال المثلثية.

���د التكاملات �ير المحددة التالية:
a  sin secx x dx2

+^ h#
b  csc cot cscx x x dx+^ h#
c  dx

cos2 x
#
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حاول أن تحل 1

الحل:
a sin secx x dx2

+^ h#
cos tanx x C= - + + قواعد تكامل الدوا� المثلثية

b  csc cot cscx x x dx+^ h#
csc cot cscx x dx x dx2:= +# # قاعدة الجمع والطرح
csc cotx C x C= - + - +1 2

csc cotx= - - x C+ قواعد تكامل الدوا� المثلثية
C C C1 2+ =^ h

c
cos

sec tanx
dx x dx x C2

2
= = +# #  قواعد تكامل الدوا� المثلثية

�و�د التكاملات �ير المحددة التالية:  1
a cos cscx x dx2

+^ h# b  sec tan secx x x dx+^ h#  c  sin x
dx
2#

�و�د:
a cos x dx4#  b  sinx x dx2 3-^ h#  c cscx x dx12 2

-^ h#
الحل:

a cos sinx dx x C4 4
1

4= +#

b sin cosx x dx x x C2 3 3
1

32
- = + +^ h#

c cscx x dx12 2
-^ h#

u x 12
= -

du x dx x dx du2 2
1

(= =

cscx x dx122
-^ h#

csc cotu du u C2
1

2
12

= = - +# قواعد تكامل الدوا� المثلثية
cot x C2
1

12
= - - +^ h

�و�د:  2
a  sin x dx5#  b cosx x dx22

+^ h# c secx x dx22 2
+^ h#

25

الحل:
a sin secx x dx2

+^ h#
cos tanx x C= - + + قواعد تكامل الدوا� المثلثية

b  csc cot cscx x x dx+^ h#
csc cot cscx x dx x dx2:= +# # قاعدة الجمع والطرح
csc cotx C x C= - + - +1 2

csc cotx= - - x C+ قواعد تكامل الدوا� المثلثية
C C C1 2+ =^ h

c
cos

sec tanx
dx x dx x C2

2
= = +# #  قواعد تكامل الدوا� المثلثية

�و�د التكاملات �ير المحددة التالية:  1
a cos cscx x dx2

+^ h# b  sec tan secx x x dx+^ h#  c  sin x
dx
2#

�و�د:
a cos x dx4#  b  sinx x dx2 3-^ h#  c cscx x dx12 2

-^ h#
الحل:

a cos sinx dx x C4 4
1

4= +#

b sin cosx x dx x x C2 3 3
1

32
- = + +^ h#

c cscx x dx12 2
-^ h#

u x 12
= -

du x dx x dx du2 2
1

(= =

cscx x dx122
-^ h#

csc cotu du u C2
1

2
12

= = - +# قواعد تكامل الدوا� المثلثية
cot x C2
1

12
= - - +^ h

�و�د:  2
a  sin x dx5#  b cosx x dx22

+^ h# c secx x dx22 2
+^ h#

25

الحل:
a sin secx x dx2

+^ h#
cos tanx x C= - + + قواعد تكامل الدوا� المثلثية

b  csc cot cscx x x dx+^ h#
csc cot cscx x dx x dx2:= +# # قاعدة الجمع والطرح
csc cotx C x C= - + - +1 2

csc cotx= - - x C+ قواعد تكامل الدوا� المثلثية
C C C1 2+ =^ h

c
cos

sec tanx
dx x dx x C2

2
= = +# #  قواعد تكامل الدوا� المثلثية

�و�د التكاملات �ير المحددة التالية:  1
a cos cscx x dx2

+^ h# b  sec tan secx x x dx+^ h#  c  sin x
dx
2#

�و�د:
a cos x dx4#  b  sinx x dx2 3-^ h#  c cscx x dx12 2

-^ h#
الحل:

a cos sinx dx x C4 4
1

4= +#

b sin cosx x dx x x C2 3 3
1

32
- = + +^ h#

c cscx x dx12 2
-^ h#

u x 12
= -

du x dx x dx du2 2
1

(= =

cscx x dx122
-^ h#

csc cotu du u C2
1

2
12

= = - +# قواعد تكامل الدوا� المثلثية
cot x C2
1

12
= - - +^ h

�و�د:  2
a  sin x dx5#  b cosx x dx22

+^ h# c secx x dx22 2
+^ h#

25

الحل:
a sin secx x dx2

+^ h#
cos tanx x C= - + + قواعد تكامل الدوا� المثلثية

b  csc cot cscx x x dx+^ h#
csc cot cscx x dx x dx2:= +# # قاعدة الجمع والطرح
csc cotx C x C= - + - +1 2

csc cotx= - - x C+ قواعد تكامل الدوا� المثلثية
C C C1 2+ =^ h

c
cos

sec tanx
dx x dx x C2

2
= = +# #  قواعد تكامل الدوا� المثلثية

�و�د التكاملات �ير المحددة التالية:  1
a cos cscx x dx2

+^ h# b  sec tan secx x x dx+^ h#  c  sin x
dx
2#

�و�د:
a cos x dx4#  b  sinx x dx2 3-^ h#  c cscx x dx12 2

-^ h#
الحل:

a cos sinx dx x C4 4
1

4= +#

b sin cosx x dx x x C2 3 3
1

32
- = + +^ h#

c cscx x dx12 2
-^ h#

u x 12
= -

du x dx x dx du2 2
1

(= =

cscx x dx122
-^ h#

csc cotu du u C2
1

2
12

= = - +# قواعد تكامل الدوا� المثلثية
cot x C2
1

12
= - - +^ h

�و�د:  2
a  sin x dx5#  b cosx x dx22

+^ h# c secx x dx22 2
+^ h#

25

الحل:
a sin secx x dx2

+^ h#
cos tanx x C= - + + قواعد تكامل الدوا� المثلثية

b  csc cot cscx x x dx+^ h#
csc cot cscx x dx x dx2:= +# # قاعدة الجمع والطرح
csc cotx C x C= - + - +1 2

csc cotx= - - x C+ قواعد تكامل الدوا� المثلثية
C C C1 2+ =^ h

c
cos

sec tanx
dx x dx x C2

2
= = +# #  قواعد تكامل الدوا� المثلثية

�و�د التكاملات �ير المحددة التالية:  1
a cos cscx x dx2

+^ h# b  sec tan secx x x dx+^ h#  c  sin x
dx
2#

�و�د:
a cos x dx4#  b  sinx x dx2 3-^ h#  c cscx x dx12 2

-^ h#
الحل:

a cos sinx dx x C4 4
1

4= +#

b sin cosx x dx x x C2 3 3
1

32
- = + +^ h#

c cscx x dx12 2
-^ h#

u x 12
= -

du x dx x dx du2 2
1

(= =

cscx x dx122
-^ h#

csc cotu du u C2
1

2
12

= = - +# قواعد تكامل الدوا� المثلثية
cot x C2
1

12
= - - +^ h

�و�د:  2
a  sin x dx5#  b cosx x dx22

+^ h# c secx x dx22 2
+^ h#

25

مثال 2

الحل:
a sin secx x dx2

+^ h#
cos tanx x C= - + + قواعد تكامل الدوا� المثلثية

b  csc cot cscx x x dx+^ h#
csc cot cscx x dx x dx2:= +# # قاعدة الجمع والطرح
csc cotx C x C= - + - +1 2

csc cotx= - - x C+ قواعد تكامل الدوا� المثلثية
C C C1 2+ =^ h

c
cos

sec tanx
dx x dx x C2

2
= = +# #  قواعد تكامل الدوا� المثلثية

�و�د التكاملات �ير المحددة التالية:  1
a cos cscx x dx2

+^ h# b  sec tan secx x x dx+^ h#  c  sin x
dx
2#

�و�د:
a cos x dx4#  b  sinx x dx2 3-^ h#  c cscx x dx12 2

-^ h#
الحل:

a cos sinx dx x C4 4
1

4= +#

b sin cosx x dx x x C2 3 3
1

32
- = + +^ h#

c cscx x dx12 2
-^ h#

u x 12
= -

du x dx x dx du2 2
1

(= =

cscx x dx122
-^ h#

csc cotu du u C2
1
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= = - +# قواعد تكامل الدوا� المثلثية
cot x C2
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12
= - - +^ h

�و�د:  2
a  sin x dx5#  b cosx x dx22

+^ h# c secx x dx22 2
+^ h#

25

الحل:
a sin secx x dx2

+^ h#
cos tanx x C= - + + قواعد تكامل الدوا� المثلثية

b  csc cot cscx x x dx+^ h#
csc cot cscx x dx x dx2:= +# # قاعدة الجمع والطرح
csc cotx C x C= - + - +1 2

csc cotx= - - x C+ قواعد تكامل الدوا� المثلثية
C C C1 2+ =^ h

c
cos

sec tanx
dx x dx x C2

2
= = +# #  قواعد تكامل الدوا� المثلثية

�و�د التكاملات �ير المحددة التالية:  1
a cos cscx x dx2

+^ h# b  sec tan secx x x dx+^ h#  c  sin x
dx
2#

�و�د:
a cos x dx4#  b  sinx x dx2 3-^ h#  c cscx x dx12 2

-^ h#
الحل:

a cos sinx dx x C4 4
1

4= +#

b sin cosx x dx x x C2 3 3
1

32
- = + +^ h#

c cscx x dx12 2
-^ h#

u x 12
= -

du x dx x dx du2 2
1

(= =

cscx x dx122
-^ h#

csc cotu du u C2
1
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12

= = - +# قواعد تكامل الدوا� المثلثية
cot x C2
1

12
= - - +^ h

�و�د:  2
a  sin x dx5#  b cosx x dx22

+^ h# c secx x dx22 2
+^ h#

25

الحل:
a sin secx x dx2

+^ h#
cos tanx x C= - + + قواعد تكامل الدوا� المثلثية

b  csc cot cscx x x dx+^ h#
csc cot cscx x dx x dx2:= +# # قاعدة الجمع والطرح
csc cotx C x C= - + - +1 2

csc cotx= - - x C+ قواعد تكامل الدوا� المثلثية
C C C1 2+ =^ h

c
cos

sec tanx
dx x dx x C2

2
= = +# #  قواعد تكامل الدوا� المثلثية

�و�د التكاملات �ير المحددة التالية:  1
a cos cscx x dx2

+^ h# b  sec tan secx x x dx+^ h#  c  sin x
dx
2#

�و�د:
a cos x dx4#  b  sinx x dx2 3-^ h#  c cscx x dx12 2

-^ h#
الحل:

a cos sinx dx x C4 4
1

4= +#

b sin cosx x dx x x C2 3 3
1

32
- = + +^ h#

c cscx x dx12 2
-^ h#

u x 12
= -

du x dx x dx du2 2
1

(= =

cscx x dx122
-^ h#

csc cotu du u C2
1

2
12

= = - +# قواعد تكامل الدوا� المثلثية
cot x C2
1

12
= - - +^ h

�و�د:  2
a  sin x dx5#  b cosx x dx22

+^ h# c secx x dx22 2
+^ h#

25

حاول أن تحل2

الحل:
a sin secx x dx2

+^ h#
cos tanx x C= - + + قواعد تكامل الدوا� المثلثية

b  csc cot cscx x x dx+^ h#
csc cot cscx x dx x dx2:= +# # قاعدة الجمع والطرح
csc cotx C x C= - + - +1 2

csc cotx= - - x C+ قواعد تكامل الدوا� المثلثية
C C C1 2+ =^ h

c
cos

sec tanx
dx x dx x C2

2
= = +# #  قواعد تكامل الدوا� المثلثية

�و�د التكاملات �ير المحددة التالية:  1
a cos cscx x dx2

+^ h# b  sec tan secx x x dx+^ h#  c  sin x
dx
2#

�و�د:
a cos x dx4#  b  sinx x dx2 3-^ h#  c cscx x dx12 2

-^ h#
الحل:

a cos sinx dx x C4 4
1

4= +#

b sin cosx x dx x x C2 3 3
1

32
- = + +^ h#

c cscx x dx12 2
-^ h#

u x 12
= -

du x dx x dx du2 2
1

(= =

cscx x dx122
-^ h#

csc cotu du u C2
1

2
12

= = - +# قواعد تكامل الدوا� المثلثية
cot x C2
1

12
= - - +^ h

�و�د:  2
a  sin x dx5#  b cosx x dx22

+^ h# c secx x dx22 2
+^ h#

25

الحل:
a sin secx x dx2

+^ h#
cos tanx x C= - + + قواعد تكامل الدوا� المثلثية

b  csc cot cscx x x dx+^ h#
csc cot cscx x dx x dx2:= +# # قاعدة الجمع والطرح
csc cotx C x C= - + - +1 2

csc cotx= - - x C+ قواعد تكامل الدوا� المثلثية
C C C1 2+ =^ h

c
cos

sec tanx
dx x dx x C2

2
= = +# #  قواعد تكامل الدوا� المثلثية

�و�د التكاملات �ير المحددة التالية:  1
a cos cscx x dx2

+^ h# b  sec tan secx x x dx+^ h#  c  sin x
dx
2#

�و�د:
a cos x dx4#  b  sinx x dx2 3-^ h#  c cscx x dx12 2

-^ h#
الحل:

a cos sinx dx x C4 4
1

4= +#

b sin cosx x dx x x C2 3 3
1

32
- = + +^ h#

c cscx x dx12 2
-^ h#

u x 12
= -

du x dx x dx du2 2
1

(= =

cscx x dx122
-^ h#

csc cotu du u C2
1

2
12

= = - +# قواعد تكامل الدوا� المثلثية
cot x C2
1

12
= - - +^ h

�و�د:  2
a  sin x dx5#  b cosx x dx22

+^ h# c secx x dx22 2
+^ h#

25

الحل:
a sin secx x dx2

+^ h#
cos tanx x C= - + + قواعد تكامل الدوا� المثلثية

b  csc cot cscx x x dx+^ h#
csc cot cscx x dx x dx2:= +# # قاعدة الجمع والطرح
csc cotx C x C= - + - +1 2

csc cotx= - - x C+ قواعد تكامل الدوا� المثلثية
C C C1 2+ =^ h

c
cos

sec tanx
dx x dx x C2

2
= = +# #  قواعد تكامل الدوا� المثلثية

�و�د التكاملات �ير المحددة التالية:  1
a cos cscx x dx2

+^ h# b  sec tan secx x x dx+^ h#  c  sin x
dx
2#

�و�د:
a cos x dx4#  b  sinx x dx2 3-^ h#  c cscx x dx12 2

-^ h#
الحل:

a cos sinx dx x C4 4
1

4= +#

b sin cosx x dx x x C2 3 3
1

32
- = + +^ h#

c cscx x dx12 2
-^ h#

u x 12
= -

du x dx x dx du2 2
1

(= =

cscx x dx122
-^ h#

csc cotu du u C2
1

2
12

= = - +# قواعد تكامل الدوا� المثلثية
cot x C2
1

12
= - - +^ h

�و�د:  2
a  sin x dx5#  b cosx x dx22

+^ h# c secx x dx22 2
+^ h#

25

٢٢



SALAMA

5 - 35 - 3
SALAMA

5 - 35 - 3

الحل:
a sin secx x dx2

+^ h#
cos tanx x C= - + + قواعد تكامل الدوا� المثلثية

b  csc cot cscx x x dx+^ h#
csc cot cscx x dx x dx2:= +# # قاعدة الجمع والطرح
csc cotx C x C= - + - +1 2

csc cotx= - - x C+ قواعد تكامل الدوا� المثلثية
C C C1 2+ =^ h

c
cos

sec tanx
dx x dx x C2

2
= = +# #  قواعد تكامل الدوا� المثلثية

�و�د التكاملات �ير المحددة التالية:  1
a cos cscx x dx2

+^ h# b  sec tan secx x x dx+^ h#  c  sin x
dx
2#

�و�د:
a cos x dx4#  b  sinx x dx2 3-^ h#  c cscx x dx12 2

-^ h#
الحل:

a cos sinx dx x C4 4
1

4= +#

b sin cosx x dx x x C2 3 3
1

32
- = + +^ h#

c cscx x dx12 2
-^ h#

u x 12
= -

du x dx x dx du2 2
1

(= =

cscx x dx122
-^ h#

csc cotu du u C2
1

2
12

= = - +# قواعد تكامل الدوا� المثلثية
cot x C2
1

12
= - - +^ h

�و�د:  2
a  sin x dx5#  b cosx x dx22

+^ h# c secx x dx22 2
+^ h#

25

مثال 3 :����
a cos sint t dt4

:# b sec tanx x dx2
:#

الحل:
a cos sint t dt4

:#
cosu t=

sindu t dt= -

cos t sint dt u du4 4
: = -# #

u C5

5

= - + u �ال����� du n
u C1

1
n

n

=
+
+

+

#

cos t C5
1 5

= - +

b sec tanx x dx2
:#

tanu = x
secdu x dx2

=

tan secx x dx u du2
: = ## ��ل�����

u C2
1 2

= +

tan C2
1 2

= +x

:����  3
a sin cosx x dx3

:# b csc cotx dx2
: x#

:����
a sin cosx x dx1 15

:+ +^ ^h h#
b cosx x dx53 4

: +^ h#
c cos sinx x dx1 6

+^ h#
الحل:

a sin cosx x dx1 15
:+ +^ ^h h#

sinu x 1= +^ h
26

الحل:
a sin secx x dx2

+^ h#
cos tanx x C= - + + قواعد تكامل الدوا� المثلثية

b  csc cot cscx x x dx+^ h#
csc cot cscx x dx x dx2:= +# # قاعدة الجمع والطرح
csc cotx C x C= - + - +1 2

csc cotx= - - x C+ قواعد تكامل الدوا� المثلثية
C C C1 2+ =^ h

c
cos

sec tanx
dx x dx x C2

2
= = +# #  قواعد تكامل الدوا� المثلثية

�و�د التكاملات �ير المحددة التالية:  1
a cos cscx x dx2

+^ h# b  sec tan secx x x dx+^ h#  c  sin x
dx
2#

�و�د:
a cos x dx4#  b  sinx x dx2 3-^ h#  c cscx x dx12 2

-^ h#
الحل:

a cos sinx dx x C4 4
1

4= +#

b sin cosx x dx x x C2 3 3
1

32
- = + +^ h#

c cscx x dx12 2
-^ h#

u x 12
= -

du x dx x dx du2 2
1

(= =

cscx x dx122
-^ h#

csc cotu du u C2
1

2
12

= = - +# قواعد تكامل الدوا� المثلثية
cot x C2
1

12
= - - +^ h

�و�د:  2
a  sin x dx5#  b cosx x dx22

+^ h# c secx x dx22 2
+^ h#
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:����
a cos sint t dt4

:# b sec tanx x dx2
:#

الحل:
a cos sint t dt4

:#
cosu t=

sindu t dt= -

cos t sint dt u du4 4
: = -# #
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= - + u �ال����� du n
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=
+
+

+

#
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1 5

= - +

b sec tanx x dx2
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tanu = x
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: = ## ��ل�����
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= +x

:����  3
a sin cosx x dx3

:# b csc cotx dx2
: x#

:����
a sin cosx x dx1 15

:+ +^ ^h h#
b cosx x dx53 4

: +^ h#
c cos sinx x dx1 6

+^ h#
الحل:

a sin cosx x dx1 15
:+ +^ ^h h#

sinu x 1= +^ h
26

حاول أن تحل3

:����
a cos sint t dt4

:# b sec tanx x dx2
:#

الحل:
a cos sint t dt4

:#
cosu t=

sindu t dt= -

cos t sint dt u du4 4
: = -# #

u C5

5

= - + u �ال����� du n
u C1

1
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n

=
+
+

+

#

cos t C5
1 5

= - +

b sec tanx x dx2
:#

tanu = x
secdu x dx2

=

tan secx x dx u du2
: = ## ��ل�����

u C2
1 2

= +

tan C2
1 2

= +x

:����  3
a sin cosx x dx3

:# b csc cotx dx2
: x#

:����
a sin cosx x dx1 15

:+ +^ ^h h#
b cosx x dx53 4

: +^ h#
c cos sinx x dx1 6

+^ h#
الحل:

a sin cosx x dx1 15
:+ +^ ^h h#

sinu x 1= +^ h
26

:����
a cos sint t dt4

:# b sec tanx x dx2
:#

الحل:
a cos sint t dt4

:#
cosu t=

sindu t dt= -

cos t sint dt u du4 4
: = -# #

u C5

5

= - + u �ال����� du n
u C1

1
n

n

=
+
+

+

#

cos t C5
1 5

= - +

b sec tanx x dx2
:#

tanu = x
secdu x dx2

=

tan secx x dx u du2
: = ## ��ل�����

u C2
1 2

= +

tan C2
1 2

= +x

:����  3
a sin cosx x dx3

:# b csc cotx dx2
: x#
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a sin cosx x dx1 15

:+ +^ ^h h#
b cosx x dx53 4

: +^ h#
c cos sinx x dx1 6

+^ h#
الحل:
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:+ +^ ^h h#

sinu x 1= +^ h
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كراسة التمارين

:����
a cos sint t dt4

:# b sec tanx x dx2
:#

الحل:
a cos sint t dt4

:#
cosu t=

sindu t dt= -

cos t sint dt u du4 4
: = -# #

u C5

5

= - + u �ال����� du n
u C1

1
n

n

=
+
+

+

#

cos t C5
1 5

= - +

b sec tanx x dx2
:#

tanu = x
secdu x dx2

=

tan secx x dx u du2
: = ## ��ل�����

u C2
1 2

= +

tan C2
1 2

= +x

:����  3
a sin cosx x dx3

:# b csc cotx dx2
: x#

:����
a sin cosx x dx1 15

:+ +^ ^h h#
b cosx x dx53 4

: +^ h#
c cos sinx x dx1 6

+^ h#
الحل:

a sin cosx x dx1 15
:+ +^ ^h h#

sinu x 1= +^ h
26

14

نْ تمرَّ
5-3

تكامل الدوا� المثلثية

Integral of Trigonometric Functions

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (14-1)، �وجد قيمة التكامل.

(1) ( )sec tan sinx x x dx+#  (2) csc cot secx x x dx2
+^ h#

(3) sin
x

x dx1 5 32
-
+c m#  (4) sin cosx x dx4#

(5) cos sinx x dx5#  (6) sinx x dx12 3 +^ h#
(7) 

cos
sin

x dx
x
3#  (8) sec tanx x dx3#

(9) cotcsc x x dx3#  (10) cot cscx x dx2#
(11) tan secx x dx2#  (12) sin cosx x dx1 +#
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 a  ( )csc x C5

1
5 +  b  ( )csc x C5 +

 c  ( )x Ccot5
1 5 +  d  ( )csc x C5

1
5- +

(8) cot cscx x dx3 2
=#

 a  cotx C
4
3 43 +^ h  b  cotx C

4
3 43- +^ h

 c  cotx C
4
3 34- +^ h  d  cotx C3 43 +^ h

sin-=3 فإنّ y تساوي: ,d
dy

y
0

iθ = i=
إذاكانت   (9)

 a  cosθ-  b  cos2 θ-

 c  cos2 i--  d  cos4 θ-

(10)  sec tanx x dx5
=#

  a  sec x C3
5 5

+  b  sec x C5
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+

  c  sec x C5
1 5

+  d  sec x C3
5 5
- +
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cot

csc
x
x
dx

23
2

+
=#
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3 22 3
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+ +^ h  b  cot x C2

3
2 3
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  c  cotx C2 2- + +  d  cot x C3
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2 3

4
+ +^ h

(12)  
( )
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cos
sin

x
x
dx4

4
5 =#

  a  ( )cos x C16
1

44- +
-  b  ( )cos x C16

1
44 +

-

  c  ( )cos x C44- +
-  d  ( )cos x C44 +

-
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الدوال الأسية واللوغاريتمية

اشتقاق الدوال الأسية

��ك�:
ln e 1=

mln em =

,m n0 02 2

(1) ( )ln ln lnm n m n: = +

(2) ln ln lnn
m

m n= -

(3) ln lnm k mk
=

(4) e mlnm
=

Derivative of Exponential Functions ا�تقا� الدوا� الأسية 

قاعدة (1)
lndx

d a a ax x
=

��ا كا�� u دالة في x قابلة ل��تقا� ف��:
lndx

d a a a dx
duu u

=

a نحصل ��� ال�ا��� التالية: e= في ال�ا��� (1) وبوضع 

قاعدة (2)

dx
d e ex x

=

وفي حالة u دالة في x قابلة ل��تقا� ف��:

dx
d e e dx

duuu
=^ h

�و�د مشتقة كل من الدوا� التالية:
a  ( )f x 3x=  b  ( )f x 6 x=  c  ( )f x 10sinx=

الحل:
a  ( )f x 3x=

( ) lnf x dx
d
3 3 3x x

= =' ^ h  lndx
d a a ax x

=

b  ( )f x 6 x=

( ) lnf x dx
d

dx
d x6 6 6x x

= =' ^ h lndx
d a a a dx

duu u
=

ln
x2

6 6x

=

c  ( )f x 10sinx=

( ) ln sinf x dx
d

dx
d x10 10 10sin sin

:= =' x x^ h
ln cosx10 10sinx
: :=

�و�د مشتقة كل من الدوا� التالية:  1
a  ( )f x 10x=  b  ( )f x 3

1
x= c  ( )f x 5cos=

x
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Exponential and Logarithmic Functions

المجموعة A تمارين مقالية
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(4) e mlnm
=

Derivative of Exponential Functions ا�تقا� الدوا� الأسية 

قاعدة (1)
lndx

d a a ax x
=

��ا كا�� u دالة في x قابلة ل��تقا� ف��:
lndx

d a a a dx
duu u

=

a نحصل ��� ال�ا��� التالية: e= في ال�ا��� (1) وبوضع 

قاعدة (2)

dx
d e ex x

=

وفي حالة u دالة في x قابلة ل��تقا� ف��:

dx
d e e dx

duuu
=^ h

�و�د مشتقة كل من الدوا� التالية:
a  ( )f x 3x=  b  ( )f x 6 x=  c  ( )f x 10sinx=

الحل:
a  ( )f x 3x=

( ) lnf x dx
d
3 3 3x x

= =' ^ h  lndx
d a a ax x

=

b  ( )f x 6 x=

( ) lnf x dx
d

dx
d x6 6 6x x

= =' ^ h lndx
d a a a dx

duu u
=

ln
x2

6 6x

=

c  ( )f x 10sinx=

( ) ln sinf x dx
d

dx
d x10 10 10sin sin

:= =' x x^ h
ln cosx10 10sinx
: :=

�و�د مشتقة كل من الدوا� التالية:  1
a  ( )f x 10x=  b  ( )f x 3

1
x= c  ( )f x 5cos=

x
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��ك�:
: f  (1) م�ا� الدالة

R
+ ) هو  ) lnf x x=  

: f  (2) م�ا� الدالة
) هو ( ))( ) lnf x g x=  

{ : ( ) 0}x xg 2  

��ك�:
,ln e x x R

x
!=  

,e x x 0
ln

2=
x  

���د مشتقة كل من الد�ا� التالية:
a  ( )x ef 3

2x

=  b  2

( )x eg 3 1x x
=

+ -  c  ( )x eh sec
=

x

الحل:
a  ( )x ef 3

2x

=

 '( )x e ef x
3
2

3
23

2
3
2x

= =
x

' a k
b  2

( )x eg 3 1x x
=

+ -

 ( )x eg x x3 13 1 2x x2

= + -
+ -' '^ h

 ex2 3 3 1x x2

= +
+ -^ h

c  ( )x eh sec
=

x

 ( )' 'x e sech xsecx
= ^ h

 sec tanx x esecx=

���د مشتقة كل من الد�ا� التالية:  2
a  ( )x ef x

=  b  ( )x eg 4x2
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-  c  ( )x eh tan
=

x

ا�تقا� د�ا� اللو�ا��ت�ا� الطبيعية 
Derivatives of Natural Logarithmic Functions  

سنوجد مشتقة دالة ال�و�ا��ت� ال��ي�� م������ ��� مشتقة الدالة الأسية.
lny x e xy,= = ���م� فيما س�� ��: 

 x xd
d
e d

d
xy

=^ ^h h
 1xe d

dyy
=^ h

 x xd
dy

e
1 1
y= =  xey =

 ( )lndx
d x x

1
` =  lny = x

قاعدة (3)
lndx

d
x x

1
=^ h

��ا كا�� u دالة في x قابلة ل��تقا�:
dx
d

dx
du
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1

=^ h
( ) ( )

( )'
lndx

d g x g x
g x

=^ h  :�� ���
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واللو�اريتمية الأسيةّ الدواّ�

Exponential and Logarithmic Functions

مقالية المجموعة A تمارين

. dx
dy �و�د التمارين (1-15)، في

(1) y 7x= (2) y 5 x 1=
+ (3) y 8tanx=

(4) ey 2 x= (5) ey x
=

- (6) ey 3
x
5=

(7) ey 1x x2
=

- + (8) ey x 32=
+ (9) y e ccs x=

(10) y ex 54
=

- (11) lny x3= ] g (12) lny x
1
2= c m

(13) lny x 2= +] g (14) ln cosy x2= -] g (15) ln lny x= ] g
يلي: مما كل في المحدد �ير التكامل �و�د التمارين (16-27)، في

(16) e dx0.1x# (17)
x
e dx

1
x

2

1#
(18)

2

( )ex dx2 1 4x x
+

+ +# (19) ( )x e dx2 x x2 63
-

-#
(20) .

e x dx0 50.5x
+b l# (21)

e
e dx
1

x

x
+

#

(22)
x x
x

dx2 5
1

2
+ +

+# (23)
x x
x x

dx24 2

3

-

-#

(24) x
x

dx
12
+# (25) x dx3 1

2
+

#
(26) (2tan csc )x x dx2

-# (27) ( )xcot x dx2
+#

موضوعية المجموعة B تمارين

�ا��ة. العبارة كا�� ��ا b و �حيحة العبارة كا�� ��ا a الدائرة �للّ التمارين (1-6)، في

a b
dx x
dy 4= فإن:  y 4 2x

=
- كانت:  إذا (1)

a b ( ) ef x x2 2x
=' فإن:  2

( ) ef x x
= كانت:  إذا (2)

a b ='( )g x x2 2
1
+

فإن:  ( ) lng x x2 2= +^ h :كانت إذا (3)
a b lny = x' فإن:  lny x x= -x كانت:  إذا (4)

a b ln
x dx C2
1

2= +
x# (5)

a b lnx dx x C3 1
1

3 1
+

= + +^ h# (6)

نْ تمرَّ
5-4
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e
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x

x
+

#
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x x
x
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x x
x x
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موضوعية المجموعة B تمارين

�ا��ة. العبارة كا�� ��ا b و �حيحة العبارة كا�� ��ا a الدائرة �للّ التمارين (1-6)، في

a b
dx x
dy 4= فإن:  y 4 2x

=
- كانت:  إذا (1)

a b ( ) ef x x2 2x
=' فإن:  2

( ) ef x x
= كانت:  إذا (2)

a b ='( )g x x2 2
1
+

فإن:  ( ) lng x x2 2= +^ h :كانت إذا (3)
a b lny = x' فإن:  lny x x= -x كانت:  إذا (4)

a b ln
x dx C2
1

2= +
x# (5)

a b lnx dx x C3 1
1

3 1
+

= + +^ h# (6)

نْ تمرَّ
5-4
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���د مشتقات كل من الد�ا� التالية:
a ( )x xf ln 2

= b  ( )x xg ln 1= a k
c ( )x ln xh = d  ( ) coslnx xk = ^ h

الحل:
a f dx

d x xx x
21 1

2
2

2( )x x2: := = =' ^ h
b ( )g x

x
dx
d

x x xx
1

1
1 1 1

2= =
-
=
-

: :' a k
c ( )h x

x dx
d x

x x x2 2
11 1 1

= = =: :' ^ h
d ( ) tancos cos cos sin cos

sink x dx
d xx x x x x

x1 1
= = - = - = -: :' ^ ^h h

���د مشتقات كلّ من الد�ا� التالية:  3
a ( )x x xlnf 2 3

+= ^ h b  ( ) lng x x2 1
1

=
+

c ( ) ln 1 3h x x+= ^ h d  ( ) ( )xln sinh x =

( ) | |lnf x x= ��ا كان  f  دالة: 
( )f x' ����د  

الحل:
( ) ( )ln

ln

ln
f x x f x

x
x

(= =
-^ h) :

:

x
x
0

0

2

1

( ) lnf x x= : x 02

( )f x x
1

=' قاعدة (1)

( ) ( )lnf x x= - : x 01

( )f x x x
1

1
1

=
-

- =' ^ h (2) lndx
d u u dx

du1
:=^ h

من (2) , (1) ��د �ن:
( )f x x

1
='

32

مثال 3

حاول أن تحل 3

���د مشتقات كل من الد�ا� التالية:
a ( )x xf ln 2

= b  ( )x xg ln 1= a k
c ( )x ln xh = d  ( ) coslnx xk = ^ h

الحل:
a f dx

d x xx x
21 1

2
2

2( )x x2: := = =' ^ h
b ( )g x

x
dx
d

x x xx
1

1
1 1 1

2= =
-
=
-

: :' a k
c ( )h x

x dx
d x

x x x2 2
11 1 1

= = =: :' ^ h
d ( ) tancos cos cos sin cos

sink x dx
d xx x x x x

x1 1
= = - = - = -: :' ^ ^h h

���د مشتقات كلّ من الد�ا� التالية:  3
a ( )x x xlnf 2 3

+= ^ h b  ( ) lng x x2 1
1

=
+

c ( ) ln 1 3h x x+= ^ h d  ( ) ( )xln sinh x =

( ) | |lnf x x= ��ا كان  f  دالة: 
( )f x' ����د  

الحل:
( ) ( )ln

ln

ln
f x x f x

x
x

(= =
-^ h) :

:

x
x
0

0

2

1

( ) lnf x x= : x 02

( )f x x
1

=' قاعدة (1)

( ) ( )lnf x x= - : x 01

( )f x x x
1

1
1

=
-

- =' ^ h (2) lndx
d u u dx

du1
:=^ h

من (2) , (1) ��د �ن:
( )f x x

1
='

32
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واللو�اريتمية الأسيةّ الدواّ�

Exponential and Logarithmic Functions

مقالية المجموعة A تمارين
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(7) ey 1x x2
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+ (9) y e ccs x=

(10) y ex 54
=

- (11) lny x3= ] g (12) lny x
1
2= c m

(13) lny x 2= +] g (14) ln cosy x2= -] g (15) ln lny x= ] g
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(16) e dx0.1x# (17)
x
e dx

1
x

2

1#
(18)

2

( )ex dx2 1 4x x
+

+ +# (19) ( )x e dx2 x x2 63
-

-#
(20) .

e x dx0 50.5x
+b l# (21)

e
e dx
1

x

x
+

#

(22)
x x
x

dx2 5
1

2
+ +

+# (23)
x x
x x

dx24 2

3

-

-#

(24) x
x

dx
12
+# (25) x dx3 1

2
+

#
(26) (2tan csc )x x dx2

-# (27) ( )xcot x dx2
+#

موضوعية المجموعة B تمارين

�ا��ة. العبارة كا�� ��ا b و �حيحة العبارة كا�� ��ا a الدائرة �للّ التمارين (1-6)، في

a b
dx x
dy 4= فإن:  y 4 2x

=
- كانت:  إذا (1)

a b ( ) ef x x2 2x
=' فإن:  2

( ) ef x x
= كانت:  إذا (2)

a b ='( )g x x2 2
1
+

فإن:  ( ) lng x x2 2= +^ h :كانت إذا (3)
a b lny = x' فإن:  lny x x= -x كانت:  إذا (4)

a b ln
x dx C2
1

2= +
x# (5)

a b lnx dx x C3 1
1

3 1
+

= + +^ h# (6)

نْ تمرَّ
5-4
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a b
dx x
dy 4= فإن:  y 4 2x

=
- كانت:  إذا (1)

a b ( ) ef x x2 2x
=' فإن:  2

( ) ef x x
= كانت:  إذا (2)
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قاعدة (4)

dx
d

x xln
1

=^ h
�ال���ا��تمية الأسية الد�ا� ��� تكامل

Integrals of some Exponential and Logarithmic Functions
�ي: العكسية المشتقة تكو� وم��ا lndx

d x x
1

=^ h   :�� �لم�ا

lnx dx x C1
= +#

( )u g x= �ي�:   واللوغاريتمية الأسية الدوال بعض تكامل ي�ي�� التالي والجدول

المحدد �ي� التكامل المشتقة قاعدة

e dx e Cx x +=# dx
d
e ex x
=

'u e dx e Cu u +=# 'dx
d
e e dx

du
u eu u u

= =

| |1
lnx dx x C+=# | |ln

1
dx
d

x x=

| |'
lnu

u
dx u C+=# | |ln

1 '
dx
d

u u dx
du

u
u

= =

| |( )
( )

ln ( )g x
g' x dx

g x C+=#   :�� ���

���د:
a e dx2 x# b x e dx2 3x2

:
+#

الحل:
a e dx e dx2 2x x

=# #
e C2 x= +

b 2
x e dx2 3x
:

+#
u x 32
= +

du x dx2=
2

x e dx e du2 3x u
=

+# #
e Cu

= +

3x +2 2x e dx e C2 3x` = +
+#

���د: 4
a dxe3x# b x -2x e dx2 1- 3x+^ h#

33

مثال 4

قاعدة (4)

dx
d

x xln
1

=^ h
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1
dx
d

x x=

| |'
lnu

u
dx u C+=# | |ln

1 '
dx
d

u u dx
du

u
u

= =

| |( )
( )

ln ( )g x
g' x dx

g x C+=#   :�� ���

���د:
a  e dx2 x#  b x e dx2 3x2

:
+#

الحل:
a e dx e dx2 2x x

=# #
e C2 x= +

b 2
x e dx2 3x
:

+#
u x 32
= +

du x dx2=
2

x e dx e du2 3x u
=

+# #
e Cu

= +

3x +2 2x e dx e C2 3x` = +
+#

���د: 4
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حاول أن تحل 4
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كراسة التمارين
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واللو�اريتمية الأسيةّ الدواّ�

Exponential and Logarithmic Functions

مقالية المجموعة A تمارين

. dx
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(1) y 7x= (2) y 5 x 1=
+ (3) y 8tanx=

(4) ey 2 x= (5) ey x
=

- (6) ey 3
x
5=

(7) ey 1x x2
=

- + (8) ey x 32=
+ (9) y e ccs x=

(10) y ex 54
=

- (11) lny x3= ] g (12) lny x
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2= c m

(13) lny x 2= +] g (14) ln cosy x2= -] g (15) ln lny x= ] g
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+
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+
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=' فإن:  2

( ) ef x x
= كانت:  إذا (2)
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Exponential and Logarithmic Functions

المجموعة A تمارين مقالية
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المجموعة B تمارين موضوعية
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الدواّ� الأسيةّ واللو�اريتمية

Exponential and Logarithmic Functions

المجموعة A تمارين مقالية

. dx
dy في التمارين (15-1)، �و�د 

(1) y 7x=  (2) y 5 x 1=
+  (3) y 8tanx=

(4) ey 2 x=  (5) ey x
=

-  (6) ey 3
x
5=

(7) ey 1x x2
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- +  (8) ey x 32=
+  (9) y e ccs x=

(10) y ex 54
=

-  (11) lny x3= ] g (12) lny x
1
2= c m

(13) lny x 2= +] g (14) ln cosy x2= -] g (15) ln lny x= ] g
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المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا كا�� العبارة �ا��ة. a ��ا كا�� العبارة �حيحة و في التمارين (6-1)، �للّ الدائرة 
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dy 4= y فإن:  4 2x
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x dx C2
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5-4
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مثال 6

ا ��ي� في دالة م�لو�  يت�م� تكامل دالة ال�ل (tangent) الدالة اللوغاريتمية كما �و م�ي�� في المثال التالي. و��ا �ي��
.(cotangent) ل الزاوية�

tanx dx# ���د: 
الحل:

tan cos
sinx dx x
x dx= ##

( ) cosg x x=

( )' sing x x= - قاعدة التفاضل

( )
( )'

tanx dx g x dxg x
= -# # �الت���� 

( )ln g x C= - +

ln cosx C= - +

1
ln cosx C= +

ln Csec= +x

cotx dx# ���د:   6
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الدواّ� الأسيةّ واللو�اريتمية

Exponential and Logarithmic Functions

المجموعة A تمارين مقالية

. dx
dy في التمارين (15-1)، �و�د 

(1) y 7x=  (2) y 5 x 1=
+  (3) y 8tanx=

(4) ey 2 x=  (5) ey x
=

-  (6) ey 3
x
5=

(7) ey 1x x2
=

- +  (8) ey x 32=
+  (9) y e ccs x=

(10) y ex 54
=

-  (11) lny x3= ] g (12) lny x
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2= c m
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+
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+

#
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المجموعة B تمارين موضوعية

b ��ا كا�� العبارة �ا��ة. a ��ا كا�� العبارة �حيحة و في التمارين (6-1)، �للّ الدائرة 

a  b  dx x
dy 4= y فإن:  4 2x
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في التمارين (14-7)، �للّ رمز الدائرة الدّا� على الإجابة ال����ة.

dx تساوي:
dy ، فإنّ  ey 5x

=
- إذا كانت   (7)

 a  e 5x-  b  e 5x-
-

 c  e5 5x
-

-  d  e5 5x-

dx تساوي:
dy ، فإنّ  e ey x x2 x x

= - إذا كانت   (8)

 a  e x x 12x
+ -^ h b  e x x2x

-^ h
 c  2 e ex x x

-  d  e x x2 12x
+ +^ h

dx تساوي:
dy ، فإنّ  lny 2

= x^ h إذا كانت   (9)

 a  lnx
x  b  ln

x
2 x

 c  lnx
2
x  d  ln

x
x2 2

dx تساوي:
dy ، فإنّ  lny x

10
= ` j إذا كانت  (10)

 a  - x
10  b  x

10

 c  x
1  d  - x

1

dx تساوي:
dy ، فإنّ  lny x 12

= +^ h إذا كانت  (11)

 a  x
x
12
+

 b  x 1
2
2
+

 c  x
x
1

2
2
+

 d  - x
x
1

2
2
+

(12)  
x
x
dx1

2
2
+

=#

  a  ln x C2 12
+ +^ h  b  ln x C12

+ +^ h
  c  C

x
x
12

2

+
+  d  

x
x C

3
1

12
+
+

(13)  e e
dx2

x x
+

=
-

#

  a  e e C2

x x
-

+
-

 b  e e C2

x x
+

+
-

  c  e e C2

x x
-

+
-

 d  e e C2

2 2x x
-

+
-

(14) e
e
dx4x

x

-
=#

  a  e C2
1

4x
- - +^ h  b  eln C4x

- +

  c  eln C4x
- - +  d  eln C2

1
4x
- +
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+
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