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يكون التي القيم عدا ما المتغير قيم لجميع صحيحة عبارة تمثل معادلة هي المتطابقة

معرّف. غير المعادلة طرفي من طرف أي فيها

ًّا. مثلثي تعبيرًا تتضمن متطابقة هي المثلثية المتطابقة

x y 12 2
+ = نكتب:  أن يمكن الوحدة، ودائرة فيثاغورث نظرية باستخدام

.θ قيم لكل sincos 12 2θθ + = على نحصل sinθ بـ y وعن cosθ بـ x عن عوّضنا إذا

فيثاغورث. متطابقات من هي cos sin 12 2θ θ+ = المعادلة: 

-1

-1

1

1

-1

-1

θθ
1

1
, yx^ h, sincos θθ^ h

الأساسية لتحويل المقادير المثلثية إلى شكل أبسط. المتطابقات المثلثية تستخدم

Trigonometric Identities المتطابقات المثلثية الأساسية 

• Quotient Identities (Tangent and) التمام) وظل القسمة (الظل متطابقات
Cotangent

tan cos
sin

, cot sin
cos

= =θ θ
θ θ θ

θ

•Reciprocal Identities المقلوب متطابقات

cos , ,sec csc sin cot tan
1 1 1θ θ θ θ θ θ= = =

•Pythagorian Identities فيثاغورث متطابقات

, ,cos sin tan sec cot csc1 1 122 2 2 2 2θ θ θ θ θ θ+ = + = + =

تتعلم سوف
الأساسية.• المثلثية المتطابقات
المثلثية.• المقادير تبسيط
المثلثية.• المقادير تحليل

والمصطلحات: المفردات
•Identity متطابقة
فيثاغورث• متطابقة

Pythagorian Identity
مثلثية• متطابقات

Trigonometric
Identities

•Simplify تبسيط
•Analysing تحليل

ملاحظة:

يساويصفرًا لا المقام سنعتبر
الكسرية. المقادير جميع في

المثلثية المتطابقات
The Trigonometric Identities
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حاول أن تحل  1

أ : سلامة علي الركاض

مثال  1

9 - 2
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(1 cos )(1 cos )
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2- +

=
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θ θ
θ المتطابقة: أثبتصحة

الحل:

الأيمن الطرف صورة إلى الأيسر الطرف نبسط
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الإحداثي المستوى نفس في المعادلة طرفي من كلّ بتمثيل وذلك ًّا (1) بياني مثال في المتطابقة صحة من نتحقق أن يمكننا
البيانية). الحاسبة الآلة استخدام متطابقة (يمكنك تمثل المعادلة وبالتالي متطبقان المنحنيين أن أدناه. سنلاحظ الشكل في كما
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الإحداثي المستوى نفس في المعادلة طرفي من كلّ بتمثيل وذلك ًّا (1) بياني مثال في المتطابقة صحة من نتحقق أن يمكننا
البيانية). الحاسبة الآلة استخدام متطابقة (يمكنك تمثل المعادلة وبالتالي متطبقان المنحنيين أن أدناه. سنلاحظ الشكل في كما
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حاول أن تحل  2

حاول أن تحل  3

مثال  3

أ : سلامة علي الركاض
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كراسة التمارين

أ : سلامة علي الركاض
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مثلثية متطابقات إثباتصحة

Confirming Trigonometric Identities

مقالية المجموعة A تمارين

في التمارين (14-1)، أثبت صحة كل من المتطابقات التالية:
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موضوعية المجموعة B تمارين

خاطئة. العبارة كانت إذا b و صحيحة العبارة كانت إذا a ظللّ التمارين (1-4)، في

a b متطابقة.  تمثل ( )sin sinx x3 3= (1)
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أ : سلامة علي الركاض

36

نْ تمرَّ
9-2

إثبات صحة متطابقات مثلثية

Confirming Trigonometric Identities

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (14-1)، أثبت صحة كل من المتطابقات التالية:

(1) cos tan sin cot sin cosx x x x x x2+ = +^ ^h h
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المجموعة B تمارين موضوعية

b إذا كانت العبارة خاطئة. a إذا كانت العبارة صحيحة و  في التمارين (4-1)، ظللّ 

a  b ) تمثل متطابقة.  )sin sinx x3 3=  (1)
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المجموعة B تمارين موضوعية

b إذا كانت العبارة خاطئة. a إذا كانت العبارة صحيحة و  في التمارين (4-1)، ظللّ 

a  b ) تمثل متطابقة.  )sin sinx x3 3=  (1)
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المجموعة A تمارين مقالية
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المجموعة B تمارين موضوعية

b إذا كانت العبارة خاطئة. a إذا كانت العبارة صحيحة و  في التمارين (4-1)، ظللّ 

a  b ) تمثل متطابقة.  )sin sinx x3 3=  (1)
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مثلثية متطابقات إثباتصحة

Confirming Trigonometric Identities

مقالية المجموعة A تمارين

التالية: المتطابقات من كل أثبتصحة التمارين (1-14)، في
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موضوعية المجموعة B تمارين

خاطئة. العبارة كانت إذا b و صحيحة العبارة كانت إذا a ظللّ التمارين (1-4)، في

a b متطابقة.  تمثل ( )sin sinx x3 3= (1)
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موضوعية المجموعة B تمارين

خاطئة. العبارة كانت إذا b و صحيحة العبارة كانت إذا a ظللّ التمارين (1-4)، في

a b متطابقة.  تمثل ( )sin sinx x3 3= (1)
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مقالية المجموعة A تمارين

التالية: المتطابقات من كل أثبتصحة التمارين (1-14)، في

(1) cos tan sin cot sin cosx x x x x x2+ = +^ ^h h

(2) sin cot cos tan cos sinx x x x x x2+ = +^ ^h h

(3) tan sec tanx x x1 22 2
- = -^ h

(4) tan cot sec cscx x x x+ =

(5) tan cot sin cos
sin cos

x x x x
x x

2
2

+ + =
+^ h

(6) +
cos cos cscx x x1
1

1
1

2 2

- +
=

(7) sec
tan

cos
cos

x
x

x
x

1
12

+
=

-

(8) cot cos cos cotx x x x2 2 2 2
- =

(9) cos sin cos sinx x x x4 4 22
- = -

(10) sec
tan

tan
sec

x
x

x
x

1
1

-
=

+

(11) sin cos
sin cos

sin cos
sin

x x
x x

x x
x

1 2
2 12

+
-

=
+

-

(12) +
cos
sin

sin
cos

sin
cos

x
x

x
x

x
x

1
1 2 1

-
+

=
+^ h

(13) sin cos sin sin cosx x x x x42 3 2
= -^ ^h h

(14) sin cos sin sin cosx x x x x3 3 3 5
= -^ ^h h

موضوعية المجموعة B تمارين

خاطئة. العبارة كانت إذا b و صحيحة العبارة كانت إذا a ظللّ التمارين (1-4)، في

a b متطابقة.  تمثل ( )sin sinx x3 3= (1)
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مثلثية متطابقات إثباتصحة

Confirming Trigonometric Identities

مقالية المجموعة A تمارين

التالية: المتطابقات من كل أثبتصحة التمارين (1-14)، في

(1) cos tan sin cot sin cosx x x x x x2+ = +^ ^h h
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= -^ ^h h

موضوعية المجموعة B تمارين

خاطئة. العبارة كانت إذا b و صحيحة العبارة كانت إذا a ظللّ التمارين (1-4)، في

a b متطابقة.  تمثل ( )sin sinx x3 3= (1)
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Confirming Trigonometric Identities

مقالية المجموعة A تمارين

التالية: المتطابقات من كل أثبتصحة التمارين (1-14)، في

(1) cos tan sin cot sin cosx x x x x x2+ = +^ ^h h
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موضوعية المجموعة B تمارين

خاطئة. العبارة كانت إذا b و صحيحة العبارة كانت إذا a ظللّ التمارين (1-4)، في

a b متطابقة.  تمثل ( )sin sinx x3 3= (1)
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إثبات صحة متطابقات مثلثية

Confirming Trigonometric Identities

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (14-1)، أثبت صحة كل من المتطابقات التالية:

(1) cos tan sin cot sin cosx x x x x x2+ = +^ ^h h
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المجموعة B تمارين موضوعية

b إذا كانت العبارة خاطئة. a إذا كانت العبارة صحيحة و  في التمارين (4-1)، ظللّ 

a  b ) تمثل متطابقة.  )sin sinx x3 3=  (1)
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المجموعة A تمارين مقالية
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المجموعة B تمارين موضوعية

b إذا كانت العبارة خاطئة. a إذا كانت العبارة صحيحة و  في التمارين (4-1)، ظللّ 

a  b ) تمثل متطابقة.  )sin sinx x3 3=  (1)
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a  b cos تمثل متطابقة.  sin cosx x x2 2 2
= -  (2)

a  b c تمثل متطابقة.  sinsec o tansx x x x- =  (3)

a  b  sin
1 cos

x
x-  هي: 

sin
csc

sin
cot

x
x

x
x

3 3- الصورة المبسّطة للمقدار:   (4)

في التمارين (10-5)، ظللّ رمز الدائرة الدّال على الإجابة الصحيحة.

sin متطابق مع المقدار:
sec

x
x 12 - المقدار:   (5)

a  sin tanx x  b  sin secx x2

c  cos secx x2  d  sin cscx x

) متطابق مع المقدار: ) ( )cos sin cos sinx x x x2 2- -+ المقدار:   (6)

a  sin cosx x4-  b  2

c  2-  d  sin cosx x4

tan متطابق مع المقدار: tanx x1
+ المقدار:   (7)

a  sec cscx x  b  sec sinx x
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tan متطابق مع المقدار: sinx x2 2
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حل معادلات مثلثية

زاوية الاسناد

مثال توضيحي

9-3

سوف تتعلم
حل معادلات مثلثية. •
 دور الدالة الدورية في  •

عمليات حل المعادلات.

المفردات والمصطلحات:
معادلة مثلثية •

Trigonometric Equation 
دالة دورية •

Periodic Function
العامل الصفري •

Zero Factor
مضاعفات الزاوية •

Multiples of an Angle

معلومة: 

الربع  في  تقع   θ كانت  إذا 
α الأول، فإن زاوية الإسناد 

θ تساوي 

������� ���� ����
الزاوية هي  القياسي،  الوضع  في   ,AO OBθ = ^ h الموجهة  للزاوية  الإسناد  زاوية 

الحادة α التي يصنعها الضلع النهائي للزاوية الموجهة مع محور السينات.

0، أكمل الجدول التالي: 2
π1 1α لتكن α زاوية الإسناد حيث 

الشكل

1
B

A
o

θ
α

2

B o
Aθ

α

3

B

o
Aθ

α

الربع من المستوى 
الإحداثي

θ تقع في الربع ...θ تقع في الربع ...θ تقع في الربع ...

α......زاوية الإسناد =......α =2πα θ= -

الزاوية في الوضع 
θ......القياسي =......θ =π2θ α= -

الدوال الجيبية هي دوال دورية. يمكن لخط مستقيم أفقي (مثل محور السينات) أن يتقاطع 
مع منحناها في عدد غير منتهٍ من النقاط. نوجد عادة حلول المعادلة المثلثية على فترة دورة 

واحدة، ثم نستنتج باقي قيم الحلول بإضافة دورة الدالة.

sinx 2
1

= حل المعادلة:    
الحل:

0.5

-0.5
-1

π-
2
π-

2
π
6
5π

2
3π

,siny x y
2
1

= =
1 2

2
5π2ππ

6
π

يوضح الشكل السابق أن التمثيلين البيانيان للدالتين:
y يتقاطعان في عدة نقاط. 2

1
=2 siny  و   x=1

sinx عدة حلول وهي الإحداثي السيني لنقطة التقاطع. 2
1

= هذا يعني أن للمعادلة 
(وهذا ما نتوقعه عندما تكون الدالة المثلثية مساوية لعدد ثابت ينتمي إلى مداها).

حل معادلات مثلثية
Solving Trigonometric Equations
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المفردات والمصطلحات:
معادلة مثلثية •

Trigonometric Equation 
دالة دورية •

Periodic Function
العامل الصفري •

Zero Factor
مضاعفات الزاوية •

Multiples of an Angle

معلومة: 

الربع  في  تقع   θ كانت  إذا 
α الأول، فإن زاوية الإسناد 

θ تساوي 

������� ���� ����
الزاوية هي  القياسي،  الوضع  في   ,AO OBθ = ^ h الموجهة  للزاوية  الإسناد  زاوية 

الحادة α التي يصنعها الضلع النهائي للزاوية الموجهة مع محور السينات.

0، أكمل الجدول التالي: 2
π1 1α لتكن α زاوية الإسناد حيث 

الشكل

1
B

A
o

θ
α

2

B o
Aθ

α

3

B

o
Aθ

α

الربع من المستوى 
الإحداثي

θ تقع في الربع ...θ تقع في الربع ...θ تقع في الربع ...

α......زاوية الإسناد =......α =2πα θ= -

الزاوية في الوضع 
θ......القياسي =......θ =π2θ α= -

الدوال الجيبية هي دوال دورية. يمكن لخط مستقيم أفقي (مثل محور السينات) أن يتقاطع 
مع منحناها في عدد غير منتهٍ من النقاط. نوجد عادة حلول المعادلة المثلثية على فترة دورة 

واحدة، ثم نستنتج باقي قيم الحلول بإضافة دورة الدالة.

sinx 2
1

= حل المعادلة:    
الحل:

0.5

-0.5
-1

π-
2
π-

2
π
6
5π

2
3π

,siny x y
2
1

= =
1 2

2
5π2ππ

6
π

يوضح الشكل السابق أن التمثيلين البيانيان للدالتين:
y يتقاطعان في عدة نقاط. 2

1
=2 siny  و   x=1

sinx عدة حلول وهي الإحداثي السيني لنقطة التقاطع. 2
1

= هذا يعني أن للمعادلة 
(وهذا ما نتوقعه عندما تكون الدالة المثلثية مساوية لعدد ثابت ينتمي إلى مداها).

حل معادلات مثلثية
Solving Trigonometric Equations
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حاول أن تحل  1

مثال  1

أ : سلامة علي الركاض

تذكر:

تقع   θ الزاوية  كانت  إذا 
الزاوية  فإن  الأول  الربع  في 
) تقع في الربع الثاني  )π θ-

ويكون:
( )πsin sinθ θ= -

وحل المعادلة:
xsin sin θ=

kx π2θ= + هو: 
( ) kx 2π πθ= - + أو 

k Z! حيث 

تذكر:

الربع  في  تقع   θ كانت  إذا 
 ( )θ- الزاوية  فإن  الأول 
تقع في الربع الرابع ويكون:

( )coscosθ θ= -

وحل المعادلة:
xcos cos θ=

kx π2θ= + هو: 
kx 2 πθ= - + أو 

k Z! حيث 

siny دالة دورية.  x= الدالة المثلثية 
π2 دورتها = 

0, وهي تمثل دورة واحدة 2πh6 sinx يوجد حلاّن على الفترة  2
1

= `  في حالة المعادلة 
,x x6 6 6

5π π π π
= = - = والحلاّن هما:    

2π لكل من هاتين القيمتين. ونستنتج الحلول الأخرى بإضافة مضاعفات 
يمكن كتابة هذه الحلول غير المنتهية على الشكل:

x k6
5

2
π π= + ،   x k6 2

π π= +

.( )k Z! حيث k تنتمي إلى مجموعة الأعداد الصحيحة 

6
5π

α

-1

-1

1

1

 cosx2 3 0+ = حل المعادلة:    

الحل:

cosx2 3 0+ =

cosx2 3= -

cosx 2
3

= -

x هي زاوية الإسناد للزاوية α نفرض أن 

| |cos cosx` α =

-
2
3

2
3

= =

π
6` α =

cosx 0a 1

`   x تقع في الربع الثاني أو الربع الثالث

,x k k6 2π π π Z!= - +` j عندما x تقع في الربع الثاني: 

x k6
5

2
π π` = +

,x k k6 2π π π Z!= + +` j وعندما x تقع في الربع الثالث: 

k6
7

2
π π= +

k Z! حيث   ، 6
5

2x kπ π+= x   أو    k6
7

2
π π= + `   حل المعادلة:    

cosx2 1= حل المعادلة:      1

نحتاج أحياناً إلى حل معادلات مثلثية على فترات معينة.
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تذكر:

تقع   θ الزاوية  كانت  إذا 
الزاوية  فإن  الأول  الربع  في 
) تقع في الربع الثاني  )π θ-

ويكون:
( )πsin sinθ θ= -

وحل المعادلة:
xsin sin θ=

kx π2θ= + هو: 
( ) kx 2π πθ= - + أو 

k Z! حيث 

تذكر:

الربع  في  تقع   θ كانت  إذا 
 ( )θ- الزاوية  فإن  الأول 
تقع في الربع الرابع ويكون:

( )coscosθ θ= -

وحل المعادلة:
xcos cos θ=

kx π2θ= + هو: 
kx 2 πθ= - + أو 

k Z! حيث 

siny دالة دورية.  x= الدالة المثلثية 
π2 دورتها = 

0, وهي تمثل دورة واحدة 2πh6 sinx يوجد حلاّن على الفترة  2
1

= `  في حالة المعادلة 
,x x6 6 6

5π π π π
= = - = والحلاّن هما:    

2π لكل من هاتين القيمتين. ونستنتج الحلول الأخرى بإضافة مضاعفات 
يمكن كتابة هذه الحلول غير المنتهية على الشكل:

x k6
5

2
π π= + ،   x k6 2

π π= +

.( )k Z! حيث k تنتمي إلى مجموعة الأعداد الصحيحة 

6
5π

α

-1

-1

1

1

 cosx2 3 0+ = حل المعادلة:    

الحل:

cosx2 3 0+ =

cosx2 3= -

cosx 2
3

= -

x هي زاوية الإسناد للزاوية α نفرض أن 

| |cos cosx` α =

-
2
3

2
3

= =

π
6` α =

cosx 0a 1

`   x تقع في الربع الثاني أو الربع الثالث

,x k k6 2π π π Z!= - +` j عندما x تقع في الربع الثاني: 

x k6
5

2
π π` = +

,x k k6 2π π π Z!= + +` j وعندما x تقع في الربع الثالث: 

k6
7

2
π π= +

k Z! حيث   ، 6
5

2x kπ π+= x   أو    k6
7

2
π π= + `   حل المعادلة:    

cosx2 1= حل المعادلة:      1

نحتاج أحياناً إلى حل معادلات مثلثية على فترات معينة.
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أ : سلامة علي الركاض

مثال  2

ملاحظة:

المعادلات  حلول  كانت  إذا 
الزوايا  من  ليست  المثلثية 
إيجادها  يمكن  فإنه  الخاصة 

بمساعدة التكنولوجيا.

انتبه!

.2 6 2832π.

تذكر:

تقع   θ الزاوية  كانت  إذا 
الزاوية  فإن  الأول  الربع  في 
) تقع في الربع الثالث  )π θ+

ويكون:
( )πtan tanθ θ= +

وحل المعادلة:
tantan θ=x

kx πθ= + هو: 
k Z! حيث 

0 2π1# θ ، حيث  sin sin4 1θ θ+ = حل المعادلة:    

الحل:

sin sin4 1θ θ+ =

sin sin4 1θ θ- = - فصل المتغير

sin3 1θ = - بسّط

sin 3
1θ = -

θ α هي زاوية الإسناد للزاوية  نفرض أن 

sin sin` θα =

3
1

3
1

= - =

.sin radians3
1

0 341` .α = - a k

sin تقع في الربع الثالث أو في الربع الرابع 0` a1θ θ

θ تقع في الربع الثالث   عندما 

.0 34π` .θ +

. , . ,3 4816 3 4816 0 2!. πh6

θ تقع في الربع الرابع   عندما 

.2 0 34π` .θ -

. , . ,55 9432 9432 0 2!. πh6

.3 4816.θ 5.   أو    9432.θ حل المعادلة:    

sin sin5 3θ θ- = حل المعادلة:      2

يكون لبعض المعادلات المثلثية حلولاً دقيقة لأنها تحتوي على زوايا خاصة.

tan 3=x حل المعادلة:    

الحل:

tan 3=x
. x هي زاوية الإسناد للزاوية α نفرض أن 

tan tan` α = x

33= =

94

حاول أن تحل  2

ملاحظة:

المعادلات  حلول  كانت  إذا 
الزوايا  من  ليست  المثلثية 
إيجادها  يمكن  فإنه  الخاصة 

بمساعدة التكنولوجيا.

انتبه!

.2 6 2832π.

تذكر:

تقع   θ الزاوية  كانت  إذا 
الزاوية  فإن  الأول  الربع  في 
) تقع في الربع الثالث  )π θ+

ويكون:
( )πtan tanθ θ= +

وحل المعادلة:
tantan θ=x

kx πθ= + هو: 
k Z! حيث 

0 2π1# θ ، حيث  sin sin4 1θ θ+ = حل المعادلة:    

الحل:

sin sin4 1θ θ+ =

sin sin4 1θ θ- = - فصل المتغير

sin3 1θ = - بسّط

sin 3
1θ = -

θ α هي زاوية الإسناد للزاوية  نفرض أن 

sin sin` θα =

3
1

3
1

= - =

.sin radians3
1

0 341` .α = - a k

sin تقع في الربع الثالث أو في الربع الرابع 0` a1θ θ

θ تقع في الربع الثالث   عندما 

.0 34π` .θ +

. , . ,3 4816 3 4816 0 2!. πh6

θ تقع في الربع الرابع   عندما 

.2 0 34π` .θ -

. , . ,55 9432 9432 0 2!. πh6

.3 4816.θ 5.   أو    9432.θ حل المعادلة:    

sin sin5 3θ θ- = حل المعادلة:      2

يكون لبعض المعادلات المثلثية حلولاً دقيقة لأنها تحتوي على زوايا خاصة.

tan 3=x حل المعادلة:    

الحل:

tan 3=x
. x هي زاوية الإسناد للزاوية α نفرض أن 

tan tan` α = x

33= =

94
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مثال 3

مثال 4

أ : سلامة علي الركاض

ملاحظة:

المعادلات  حلول  كانت  إذا 
الزوايا  من  ليست  المثلثية 
إيجادها  يمكن  فإنه  الخاصة 

بمساعدة التكنولوجيا.

انتبه!

.2 6 2832π.

تذكر:

تقع   θ الزاوية  كانت  إذا 
الزاوية  فإن  الأول  الربع  في 
) تقع في الربع الثالث  )π θ+

ويكون:
( )πtan tanθ θ= +

وحل المعادلة:
tantan θ=x

kx πθ= + هو: 
k Z! حيث 

0 2π1# θ ، حيث  sin sin4 1θ θ+ = حل المعادلة:    

الحل:

sin sin4 1θ θ+ =

sin sin4 1θ θ- = - فصل المتغير

sin3 1θ = - بسّط

sin 3
1θ = -

θ α هي زاوية الإسناد للزاوية  نفرض أن 

sin sin` θα =

3
1

3
1

= - =

.sin radians3
1

0 341` .α = - a k

sin تقع في الربع الثالث أو في الربع الرابع 0` a1θ θ

θ تقع في الربع الثالث   عندما 

.0 34π` .θ +

. , . ,3 4816 3 4816 0 2!. πh6

θ تقع في الربع الرابع   عندما 

.2 0 34π` .θ -

. , . ,55 9432 9432 0 2!. πh6

.3 4816.θ 5.   أو    9432.θ حل المعادلة:    

sin sin5 3θ θ- = حل المعادلة:      2

يكون لبعض المعادلات المثلثية حلولاً دقيقة لأنها تحتوي على زوايا خاصة.

tan 3=x حل المعادلة:    

الحل:

tan 3=x
. x هي زاوية الإسناد للزاوية α نفرض أن 

tan tan` α = x

33= =

94

حاول أن تحل 3

3
π

` α =

tanx تقع في الربع الأول أو في الربع الثالث x 0` a2

π xtan هي دالة دورية ودورتها  ولكن الدالة 

tan tanx xπ =+^ h فيكون:    

k Z! حيث  3x k
π π= + ومنه يكون حل المعادلة:    

tanx 1= حل المعادلة:      3

) وتحليلها، ثم استخدام خاصية العامل الصفري. )d x 0= ًّا يمكن البدء بكتابتها على الشكل  عند حل معادلة مثلثية جبري

2cos sin sin= -θ θ θ حل المعادلة:    

الحل:

2cos sin sin=-θ θ θ

2cos sin sin 0+ =θ θ θ

sin 2cos 1 0+ =θ θ^ h

sin 0θ = cos2 أو  01 =θ+ تحليل إلى عوامل

sin 0=θ cos أو 2
1

= -θ خاصية الضرب في الصفر

sin 0=θ أو cos 2
1

= -θ

θ` زاوية ربعية

 0` =θ π=θ   أو   

k2 π` =θ k2π   أو    π=θ +    ,  k Z!

θ α هي زاوية الإسناد للزاوية  نفرض أن 

cos cos` =α θ

2
1

2
1

= - =

3
π

` =α

cos 0a 1θ

θ` تقع في الربع الثاني أو في الربع الثالث.

θ في الربع الثاني: عندما تقع 

,k k2π π Zdθ α= - +^ h

π π k3 2 π+-= ` j

k2
3 2
π π= +

95

3
π

` α =

tanx تقع في الربع الأول أو في الربع الثالث x 0` a2

π xtan هي دالة دورية ودورتها  ولكن الدالة 

tan tanx xπ =+^ h فيكون:    

k Z! حيث  3x k
π π= + ومنه يكون حل المعادلة:    

tanx 1= حل المعادلة:      3

) وتحليلها، ثم استخدام خاصية العامل الصفري. )d x 0= ًّا يمكن البدء بكتابتها على الشكل  عند حل معادلة مثلثية جبري

2cos sin sin= -θ θ θ حل المعادلة:    

الحل:

2cos sin sin=-θ θ θ

2cos sin sin 0+ =θ θ θ

sin 2cos 1 0+ =θ θ^ h

sin 0θ = cos2 أو  01 =θ+ تحليل إلى عوامل

sin 0=θ cos أو 2
1

= -θ خاصية الضرب في الصفر

sin 0=θ أو cos 2
1

= -θ

θ` زاوية ربعية

 0` =θ π=θ   أو   

k2 π` =θ k2π   أو    π=θ +    ,  k Z!

θ α هي زاوية الإسناد للزاوية  نفرض أن 

cos cos` =α θ

2
1

2
1

= - =

3
π

` =α

cos 0a 1θ

θ` تقع في الربع الثاني أو في الربع الثالث.

θ في الربع الثاني: عندما تقع 

,k k2π π Zdθ α= - +^ h

π π k3 2 π+-= ` j

k2
3 2
π π= +

95
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أ : سلامة علي الركاض

مثال 5

حاول أن تحل 4

θ تقع في الربع الثالث عندما 

,2k kπ π Z` != + +θ α

3 2kπ π π= + +` j

3 2k
4π π= +

k Z! حيث    2k π=θ 2kπ   أو    π= +θ 3   أو    2k
2π π= +θ 3   أو    2k

4π π= +θ حل المعادلة:    

sin cos cos 0θ θ θ- = حل المعادلة:      4

sin sinx x4 8 3 02
- + = حل المعادلة:    

الحل:

sinx sin هي معادلة تربيعية في  sinx x4 8 3 02
- + = المعادلة: 

1 2x xsin sin2 3 0- - =^ ^h h بالتحليل:
2 1xsin 0- = 2 أو  xsin 3 0- =

sinx 2
1

= sinx أو  2
3

=

أو

sinx 2
1

=

sinx 2
1

= نأخذ 

. x هي زاوية الإسناد للزاوية α نفرض أن 

xsin sin` α =

2
1

2
1

= =

π
6` α =

xsin 0 a2

x تقع في الربع الأول أو في الربع الثاني. `

عندما x تقع في الربع الأول

,x k k k262 π π π Z` dα= + = +

عندما x تقع في الربع الثاني 

,x k k2π π Zd` α= - +^ h

kπ π
6 2 π= - +` j

k6
5

2
π π= +

sinx 2
3

=

xy  مداها [1 , 1-] sin a=

,2
3

1 1b -6 @

xsin  ليس لها حل 2
3
`=

k Z! حيث       kx 6 2
π π= + x    أو     k6

5
2

π π= + حل المعادلة:    

96

θ تقع في الربع الثالث عندما 

,2k kπ π Z` != + +θ α

3 2kπ π π= + +` j

3 2k
4π π= +

k Z! حيث    2k π=θ 2kπ   أو    π= +θ 3   أو    2k
2π π= +θ 3   أو    2k

4π π= +θ حل المعادلة:    

sin cos cos 0θ θ θ- = حل المعادلة:      4

sin sinx x4 8 3 02
- + = حل المعادلة:    

الحل:

sinx sin هي معادلة تربيعية في  sinx x4 8 3 02
- + = المعادلة: 

1 2x xsin sin2 3 0- - =^ ^h h بالتحليل:
2 1xsin 0- = 2 أو  xsin 3 0- =

sinx 2
1

= sinx أو  2
3

=

أو

sinx 2
1

=

sinx 2
1

= نأخذ 

. x هي زاوية الإسناد للزاوية α نفرض أن 

xsin sin` α =

2
1

2
1

= =

π
6` α =

xsin 0 a2

x تقع في الربع الأول أو في الربع الثاني. `

عندما x تقع في الربع الأول

,x k k k262 π π π Z` dα= + = +

عندما x تقع في الربع الثاني 

,x k k2π π Zd` α= - +^ h

kπ π
6 2 π= - +` j

k6
5

2
π π= +

sinx 2
3

=

xy  مداها [1 , 1-] sin a=

,2
3

1 1b -6 @

xsin  ليس لها حل 2
3
`=

k Z! حيث       kx 6 2
π π= + x    أو     k6

5
2

π π= + حل المعادلة:    

96
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أ : سلامة علي الركاض

cos حاول أن تحل 5 cosx x3 2 02
+ + = حل المعادلة:      5

ملاحظة: يمكنك حل مثال (5) باستخدام قانون حل المعادلة التربيعية.

Equations Involving Multiples of Angles معادلات تحتوي على مضاعفات الزوايا 

. x 3، وهي من مضاعفاتx أنها معادلة مضاعفات الزاوية، لأن الزاوية في هذه المعادلة cos x2 3 2= يقال للمعادلة: 

x0 π1# cos حيث  x2 3 2= حل المعادلة:    

الحل:
x π0a 1G

x0 3 3π` 1G

x3 تقع في دورة ونصف الدورة `

cos cosx x2 3 32 2
2

(= =

x3 α زاوية الإسناد للزاوية  نفرض أن 

xcos cos3` α =

2
2

2
2

= =

π
4` α =

cos تقع في الربع الأول أو في الربع الرابع xx 3 03 ` a2

x3 تقع في الربع الأول عندما 

x k x k3 2
2

4 12 3
π π π π(` = + = + , k Z!

, ,k x0 12 12 0
π π π& d= = h6

, ,k x1 4
3

4
3 0π π π& d= = h6

, ,k x 12
17

12
17

02
π π π& b= = h6

x3 تقع في الربع الرابع عندما 

x k x k3 2 2 24 3 4
7π π π π π(` = - + = + , k Z!

x k3
2

12
7π π= +

k x0 12
7π

&= =

, ,k x 12
15

12
15 01 π π π& b= = h6  

x 12
π

=    ,  x 4
3π

=    ,  x 12
7π
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9-3

حل معادلات مثلثية

Solving Trigonometric Equations

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (7-1)، حل كلاًّ من المعادلات التالية:

(1) sinx 2
1

=
-  (2) cos x 2

3
=  (3) cosx2 1= -

(4) tana3 1=  (5) cos sin cosx x x2 0- =

(6) tan x 32
=  (7) cos cosx x4 4 1 02

- + =

,0 2πh6 في التمارين (10-8)، أوجد جميع حلول المعادلة على الفترة 

(8) sin x2 1=  (9) cos x2 3 1=  (10) tan x2 1=

في التمرينين (12-11)، حلّ المعادلات التالية:

(11) sin sinx x2 02
- =  (12) sin sinx x2 3 22

+ =

المجموعة B تمارين موضوعية 

b إذا كانت العبارة خاطئة. a إذا كانت العبارة صحيحة و  في التمارين (5-1)، ظللّ 

a  b x، حيث k عدد صحيح.  k6 2π π= + sin هو:  2
1x = حل المعادلة   (1)

a  b ، حيث k عدد صحيح.  kx 4 2π
= - + π أو kx 4 2π

= + π :هو cosx 2= حل المعادلة   (2)

a  b x، حيث k عدد صحيح.  k5
6
π

= + + π :هو tanx 3= - حل المعادلة   (3)

a  b  π4
3 4 و

π ) هي:  , )π0 sin على الفترة  tan sinx x x2
= حلول المعادلة   (4)

a  b  π4
5 4 و

π , هي:  π0 2 h6 sin على الفترة  x2 12
= حلول المعادلة   (5)
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,0 2πh6 في التمارين (10-8)، أوجد جميع حلول المعادلة على الفترة 

(8) sin x2 1=  (9) cos x2 3 1=  (10) tan x2 1=

في التمرينين (12-11)، حلّ المعادلات التالية:

(11) sin sinx x2 02
- =  (12) sin sinx x2 3 22

+ =

المجموعة B تمارين موضوعية 

b إذا كانت العبارة خاطئة. a إذا كانت العبارة صحيحة و  في التمارين (5-1)، ظللّ 

a  b x، حيث k عدد صحيح.  k6 2π π= + sin هو:  2
1x = حل المعادلة   (1)

a  b ، حيث k عدد صحيح.  kx 4 2π
= - + π أو kx 4 2π

= + π :هو cosx 2= حل المعادلة   (2)

a  b x، حيث k عدد صحيح.  k5
6
π

= + + π :هو tanx 3= - حل المعادلة   (3)

a  b  π4
3 4 و

π ) هي:  , )π0 sin على الفترة  tan sinx x x2
= حلول المعادلة   (4)

a  b  π4
5 4 و

π , هي:  π0 2 h6 sin على الفترة  x2 12
= حلول المعادلة   (5)
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في التمارين (11-6)، ظللّ رمز الدائرة الدّال على الإجابة الصحيحة.

cossinx فإن x تقع في الربع: x 0+ = إذا كان   (6)

a b الأول  الأول أو الثالث 

c d الثالث  الثاني أو الرابع 

0, هي: 2πh6 sin على الفترة  sinx x2 3 1 02
+ + = حلول المعادلة:   (7)

a  , ,6 6
7

2
3π π π

-  b  , ,3
4

2
3

3
5π π π

c  ,2
3

6
11π π  d  , ,6

7
2
3

6
11π π π

, هي: π0 2 h6 sin على الفترة  cos cos sinx x x x2 2 2 2 1- - =- حلول المعادلة:   (8)

a  ,6 4
π π  b  , , ,6 4 6

5
4
7π π π π

c  , , ,6 4
3

6
5

4
5π π π π  d  , , ,4 3 3

4
4
7π π π π

,0 هو: 8x d π
j8 cos حيث  x2 4 1= عدد حلول المعادلة:   (9)

a  0 b  1

c  2 d  3

tan هي: y3 2 3= حلول المعادلة:   (10)

، حيث k عدد صحيح. k6
π
+ π  a  

، حيث k عدد صحيح. k12 2
π
+ π  b  

، حيث k عدد صحيح. k
12 2+
π π  c  

، حيث k عدد صحيح. ,k k6 2 6
7

2
π π
+ +π π  d  

2, هي: 2
π π

-` j على الفترة ( )xtan3 3 3= مجموعة حل المعادلة   (11)

a  , ,18 18
7

18
13π π π

& 0

b  ,18 18
7π π

& 0

c  ,18
5

18
π π-

& 0

d  , ,18
5

18 18
7π π π-

& 0

9 - 3
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متطابقات المجموع والفرق

مثال  1

مثال  2

أ : سلامة علي الركاض

9 - 4

9-4

سوف تتعلم
 جيب مجموع زاويتين أو  •

الفرق بينهما.
 جيب تمام مجموع زاويتين أو  •

الفرق بينهما.
متطابقة الدوال المتكافئة. •

المفردات والمصطلحات:
جيب مجموع زاويتين •

Sine of Sum of Two 
Angles

جيب الفرق بين زاويتين
 Sine of Difference of  
Two Angles

جيب تمام مجموع زاويتين •
 Cosine of Sum of Two
Angles

جيب تمام الفرق بين زاويتين •
 Cosine of Difference
of Two Angles

دوال متكافئة •
 Cofunctions

������ ���
,m DOM m DON 2θ π θ= = -^ ^h hX X في الشكل المقابل، 

)؟ )NOHW ما قياس   a

y

H
M

N

D-1

-1

1

1

O

θ

 .ODM, ONH :أثبت تطابق المثلثين  b

OD = ... , MD = ... :أكمل  c

(.... , ) , , ........sin cosM N 2
π θθ -`` j j :أكمل  d

,... …cos sin sin cos2 2
π θ π θ- = - =` `j j ثم أكمل: 

.((c) إرشاد: استفد من الفقرة)  

Cofunction Identities متطابقات الدوال المتكافئة 

تربط متطابقات الدوال المتكافئة بين الدوال المثلثية الأساسية والدوال المكافئة لها (الجيب 
وجيب التمام، الظل وظل التمام، القاطع وقاطع التمام).

متطابقات الدوال المتكافئة
π

cos sin tan cot sec csc2 2 2
π πθ θ θ θ θ θ- = - = - =` ` `j j j

sin cos cot tan csc sec2 2 2
π π πθ θ θ θ θ θ- = - = - =` ` `j j j

π
sin cos2θ θ- = -` j أثبت أن: 

الحل:

sin sin2 2θ π π θ- = - -` `j j8 B b a a b- =- -^ h

sin 2
π θ= - -` j ( ) ( )sin sin αα- = -

cosθ= - sin cos2
π α α- =` j

π
cos sin2θ θ- =` j أثبت أن:      1

متطابقات المجموع والفرق
Sum and Difference Identities
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متطابقات المجموع والفرق
Sum and Difference Identities
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حاول أن تحل 1

حاول أن تحل 2

csc sec2
π θθ - = -` j أثبت أن:    

الحل:
π

csc csc2 2
π

= -θ θ- -` `j j8 B b a a b- = - -^ h

=

sin 2

1
π

- θ-` j

5 ?

csc sin
1
αα =

=

sin 2

1
π

- θ-` j
 ( ) sinsin α α- = -

=
cos
1-
θ sin cos2

π α- = α` j

sec= θ-

π
sec csc2θ θ- =` j أثبت أن:      2

Sum and Difference Identities متطابقات المجموع والفرق 

,, ,x y x yA B2 21 1= = BA A B تعلمت أن ناتج الضرب الداخلي لمتجهين غير صفريين: 

يمكن إيجاده بإحدى العلاقتين التاليتين:

1  x x y yA B: = +B BA A  2  cosA B A B: : θ=

θ هي الزاوية المحددة بالمتجهين. حيث 

( )cos β α- في الشكل أدناه، سوف نستخدم الضرب الداخلي لمتجهين لإيجاد متطابقة 

, ,cos sin cos sin cos cos sin sinON OM: :2 21 1β β α α β α β α= = + (1)

cosON OM ON OM# #: β α= -^ h أيضًا  

( ) ( )cos cos1 1# # β α β α= - = -

( )cosMON O` : β α= -  (2)

من (2) ,(1):
( )cos cos cos sin sin` β α β α β α- = +

( )cos β α+ لإيجاد : 

( )a β α β α+ = - -O 1

1

-1

-1

β α-

( , )cos sinN β β

( , )cos sinM α α

α

β

 ( ) ( )cos cos` β α β α+ = - -6 @

( ) ( )cos cos sin sinβ α β α= - + -

( )cos cos sin sinβ α β α= + -

101

csc sec2
π θθ - = -` j أثبت أن:    

الحل:
π

csc csc2 2
π

= -θ θ- -` `j j8 B b a a b- = - -^ h

=

sin 2

1
π

- θ-` j

5 ?

csc sin
1
αα =

=

sin 2

1
π

- θ-` j
 ( ) sinsin α α- = -

=
cos
1-
θ sin cos2

π α- = α` j

sec= θ-

π
sec csc2θ θ- =` j أثبت أن:      2

Sum and Difference Identities متطابقات المجموع والفرق 

,, ,x y x yA B2 21 1= = BA A B تعلمت أن ناتج الضرب الداخلي لمتجهين غير صفريين: 

يمكن إيجاده بإحدى العلاقتين التاليتين:

1  x x y yA B: = +B BA A  2  cosA B A B: : θ=

θ هي الزاوية المحددة بالمتجهين. حيث 

( )cos β α- في الشكل أدناه، سوف نستخدم الضرب الداخلي لمتجهين لإيجاد متطابقة 

, ,cos sin cos sin cos cos sin sinON OM: :2 21 1β β α α β α β α= = + (1)

cosON OM ON OM# #: β α= -^ h أيضًا  

( ) ( )cos cos1 1# # β α β α= - = -

( )cosMON O` : β α= -  (2)

من (2) ,(1):
( )cos cos cos sin sin` β α β α β α- = +

( )cos β α+ لإيجاد : 

( )a β α β α+ = - -O 1

1

-1

-1

β α-

( , )cos sinN β β

( , )cos sinM α α

α

β

 ( ) ( )cos cos` β α β α+ = - -6 @

( ) ( )cos cos sin sinβ α β α= - + -

( )cos cos sin sinβ α β α= + -

101

٢٢



متطابقات المجموع والفرق

أ : سلامة علي الركاض

مثال  3

9 - 4

( )cos cos cos sin sin` β α β α β α+ = -

π
cos 2 β α- +^ h8 B على الشكل ( )sin β α+ نستطيع كتابة 

( ) ( )sin cos 2β α π β α+ = - +8 B

cos 2
π β α= - -` j

cos 2
π β α= - -` j8 B

cos cos sin sin2 2
π β α π β α= - + -` `j j

( )sin sin cos cos sinβ α β α β α+ = +

( ) ( ( )sin sinβ β αα- = + -6 @ ومنها

( ) ( )sin cos cos sinβ α β α= - + -

( )sin sin cos cos sinβ α β α β α- = -

) نحصل على: )
( )
( )

tan
cos
sin

β α β α
β α

+ =
+

+ بكتابة

tan( ) tan tan
tan tan
1β α β α

β α
+ =

-

+

tan( ) tan tan
tan tan
1β α β α

β α
- =

+

- كذلك

متطابقات المجموع والفرق

( )cos cos cos sin sinβ α β α β α+ = -

( )cos cos cos sin sinβ α β α β α- = +

+ +( )sin sin cos cos sinβ α β α β α=

- -( )sin sin cos cos sinβ α β α β α=

tan tan
tan tan
1 β α

β α
-

+
tan( )β α+ =

_
tan tan

tan tan
1 β α

β α
+

-
tan( )β α =

أوجد دون استخدام الآلة الحاسبة كلاًّ مما يلي:
a  cos15°  b  sin105°  c  tan75°

الحل:
a  cos cos15 60 45° ° °= -^ h

cos cos sin sin60 45 60 45° ° ° °= + متطابقة الفرق

2
1

2
2

2
3

2
2

# #= +

102

( )cos cos cos sin sin` β α β α β α+ = -

π
cos 2 β α- +^ h8 B على الشكل ( )sin β α+ نستطيع كتابة 

( ) ( )sin cos 2β α π β α+ = - +8 B

cos 2
π β α= - -` j

cos 2
π β α= - -` j8 B

cos cos sin sin2 2
π β α π β α= - + -` `j j

( )sin sin cos cos sinβ α β α β α+ = +

( ) ( ( )sin sinβ β αα- = + -6 @ ومنها

( ) ( )sin cos cos sinβ α β α= - + -

( )sin sin cos cos sinβ α β α β α- = -

) نحصل على: )
( )
( )

tan
cos
sin

β α β α
β α

+ =
+

+ بكتابة

tan( ) tan tan
tan tan
1β α β α

β α
+ =

-

+

tan( ) tan tan
tan tan
1β α β α

β α
- =

+

- كذلك

متطابقات المجموع والفرق

( )cos cos cos sin sinβ α β α β α+ = -

( )cos cos cos sin sinβ α β α β α- = +

+ +( )sin sin cos cos sinβ α β α β α=

- -( )sin sin cos cos sinβ α β α β α=

tan tan
tan tan
1 β α

β α
-

+
tan( )β α+ =

_
tan tan

tan tan
1 β α

β α
+

-
tan( )β α =

أوجد دون استخدام الآلة الحاسبة كلاًّ مما يلي:
a  cos15°  b  sin105°  c  tan75°

الحل:
a  cos cos15 60 45° ° °= -^ h

cos cos sin sin60 45 60 45° ° ° °= + متطابقة الفرق

2
1

2
2

2
3

2
2

# #= +

102
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أ : سلامة علي الركاض

9 - 4

حاول أن تحل 3

4
2

4
6

= +

4
2 6+

=

b  sin105º
105 60 45° ° °a = +

( )sin sin105 60 45° º º` = +

coscossin sin60 45 60 45° º º º= +

2
1

2
3

2
2

2
2

# #= +

4
6 2

=
+

c  tan 57 º
75 45 30° ° °a = +

( )tan tan75 45 30° ° °` = +

tan tan
tantan

1 45 30
45 30

° °
° °

=
-

+

1
1

1

1

1

3

1
3

3

3
= =

-

+

-

+
tan 54 1° =

2 3= +

أوجد دون استخدام الآلة الحاسبة كلاًّ مما يلي:  3
a  sin15°  b  cos75°  c  tan105°

,sin 5
4
0 2

π1 1α α= إذا كان:

,cos 13
12

2
3π π1 1β β=

-

أوجد كلاًّ مما يلي:
a  sin α β+^ h b  cos α β-^ h c  tan α β-^ h

الحل:

cosα   ,  sinβ   ,  tanα   ,  tanβ نوجد أولاً: 

• sin cos 12 2α α+ = متطابقة فيثاغورث

cos 15
4 2 2α+ =a k تعويض

103

كراسة التمارين

40

متطابقات المجموع والفرق

Sum and Difference Identities

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (3-1)، استخدم متطابقات المجموع والفرق في إيجاد القيمة الدقيقة.

(1) °sin15  (2) ºtan135  (3) cos 7 °5

sin 5
4γ =  ،0 21 1 πγ إذا كان   (4)

cos 17
8β = -  ، 2 1 1π β π  

sin β γ+^ h :أوجد  (a)  

cos β γ-^ h :أوجد  (b)  

tan γ β+^ h :أوجد  (c)  

في التمارين (10-5)، اكتب المقدار على صورة جيب أو جيب التمام أوظل الزاوية.

(5) ° ° ° °sin cos cos sin42 17 42 17-  (6) sin cos sin cos5 2 2 5
π π π π

+

(7) ° º
° º

tan tan
tan tan
1 19 47
19 47

-
+  (8) cos cos sin sinx x7 7

π π
+

(9) sin cos cos sinx x x x3 3-  (10) tan tan
tan tan

y x
y x

1 2 3
2 3

-

+

sin
sin

cos
cos

x
x

x
x3 3

- اختصر:   (11)

المجموعة B تمارين موضوعية

b إذا كانت العبارة خاطئة. a إذا كانت العبارة صحيحة و  في التمارين (4-1)، ظللّ 

a  b  °sin75 4
6 2

=
+  (1)

a  b  π
cos 12 4

6 2
=

-  (2)

(3) ( )cos cosh h2
π

+ =-  a  b

(4) tan tan12 12
5

14
π π2 2
+ =  a  b

نْ تمرَّ
9-4
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أ : سلامة علي الركاض

9 - 4

4
2

4
6

= +

4
2 6+

=

b  sin105º
105 60 45° ° °a = +

( )sin sin105 60 45° º º` = +

coscossin sin60 45 60 45° º º º= +

2
1

2
3

2
2

2
2

# #= +

4
6 2

=
+

c  tan 57 º
75 45 30° ° °a = +

( )tan tan75 45 30° ° °` = +

tan tan
tantan

1 45 30
45 30

° °
° °

=
-

+

1
1

1

1

1

3

1
3

3

3
= =

-

+

-

+
tan 54 1° =

2 3= +

أوجد دون استخدام الآلة الحاسبة كلاًّ مما يلي:  3
a  sin15°  b  cos75°  c  tan105°

,sin 5
4
0 2

π1 1α α= إذا كان:

,cos 13
12

2
3π π1 1β β=

-

أوجد كلاًّ مما يلي:
a  sin α β+^ h b  cos α β-^ h c  tan α β-^ h

الحل:

cosα   ,  sinβ   ,  tanα   ,  tanβ نوجد أولاً: 

• sin cos 12 2α α+ = متطابقة فيثاغورث

cos 15
4 2 2α+ =a k تعويض

103

4
2

4
6

= +

4
2 6+

=

b  sin105º
105 60 45° ° °a = +

( )sin sin105 60 45° º º` = +

coscossin sin60 45 60 45° º º º= +

2
1

2
3

2
2

2
2

# #= +

4
6 2

=
+

c  tan 57 º
75 45 30° ° °a = +

( )tan tan75 45 30° ° °` = +

tan tan
tantan

1 45 30
45 30

° °
° °

=
-

+

1
1

1

1

1

3

1
3

3

3
= =

-

+

-

+
tan 54 1° =

2 3= +

أوجد دون استخدام الآلة الحاسبة كلاًّ مما يلي:  3
a  sin15°  b  cos75°  c  tan105°

,sin 5
4
0 2

π1 1α α= إذا كان:

,cos 13
12

2
3π π1 1β β=

-

أوجد كلاًّ مما يلي:
a  sin α β+^ h b  cos α β-^ h c  tan α β-^ h

الحل:

cosα   ,  sinβ   ,  tanα   ,  tanβ نوجد أولاً: 

• sin cos 12 2α α+ = متطابقة فيثاغورث

cos 15
4 2 2α+ =a k تعويض
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4
2

4
6

= +

4
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=

b  sin105º
105 60 45° ° °a = +

( )sin sin105 60 45° º º` = +

coscossin sin60 45 60 45° º º º= +

2
1

2
3

2
2

2
2

# #= +

4
6 2

=
+

c  tan 57 º
75 45 30° ° °a = +

( )tan tan75 45 30° ° °` = +

tan tan
tantan

1 45 30
45 30

° °
° °

=
-

+

1
1

1

1

1

3

1
3

3

3
= =

-

+

-

+
tan 54 1° =

2 3= +

أوجد دون استخدام الآلة الحاسبة كلاًّ مما يلي:  3
a  sin15°  b  cos75°  c  tan105°

,sin 5
4
0 2

π1 1α α= إذا كان:

,cos 13
12

2
3π π1 1β β=

-

أوجد كلاًّ مما يلي:
a  sin α β+^ h b  cos α β-^ h c  tan α β-^ h

الحل:

cosα   ,  sinβ   ,  tanα   ,  tanβ نوجد أولاً: 

• sin cos 12 2α α+ = متطابقة فيثاغورث

cos 15
4 2 2α+ =a k تعويض
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4
6

= +

4
2 6+

=

b  sin105º
105 60 45° ° °a = +

( )sin sin105 60 45° º º` = +

coscossin sin60 45 60 45° º º º= +

2
1

2
3

2
2

2
2

# #= +

4
6 2

=
+

c  tan 57 º
75 45 30° ° °a = +

( )tan tan75 45 30° ° °` = +

tan tan
tantan

1 45 30
45 30

° °
° °

=
-

+

1
1

1

1

1

3

1
3

3

3
= =

-

+

-

+
tan 54 1° =

2 3= +

أوجد دون استخدام الآلة الحاسبة كلاًّ مما يلي:  3
a  sin15°  b  cos75°  c  tan105°

,sin 5
4
0 2

π1 1α α= إذا كان:

,cos 13
12

2
3π π1 1β β=

-

أوجد كلاًّ مما يلي:
a  sin α β+^ h b  cos α β-^ h c  tan α β-^ h

الحل:

cosα   ,  sinβ   ,  tanα   ,  tanβ نوجد أولاً: 

• sin cos 12 2α α+ = متطابقة فيثاغورث

cos 15
4 2 2α+ =a k تعويض
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مثال  4
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9 - 4

حاول أن تحل 4

cos 1 25
162α -= فصل المتغير

cos 25
92α = بسّط

cos 5
3α = - cos أو  5

3α =

cos0 2 0
π
&a 1 1 2α α

cos 5
3

` α =

• sin cos 12 2β β+ = متطابقة فيثاغورث

sin 13
12

12
2

β + -
=a k تعويض

sin 1 1
144
69

2β = - فصل المتغير

sin 169
252β = بسّط

sin 13
5β = - sin أو 13

5β =

2
3π π

a 1 1β sin 0& 1β

sin 13
5

` β = -

• tan cos
sin

5
3
5
4

3
4α α

α
= = =

• tan cos
sin

13
12
13
5

12
5

β
β

β = =
-

-

=

a  sin sin cos cos sinα β α β α β+ = +^ h

5
4

5 1313
12 3 5

=
-

+ -a a a ak k k k

=
65
48

65
15

65
63-

- = -

b  cos cos sin sincos α β α β α β- = +^ h

5
3

13
12

5
4

13
5

=
-

+ -a a a ak k k k

=
65
36

65
20

65
56-

- = -

c  tan
tan tan

tan tan
1

α β α β
α β

- =
+

-
^ h

=

1 3
4
12
5

3
4
12
5

+

-

a ak k

=

36
56
12
11

56
33

=

باستخدام المعطيات من المثال (4)، أوجد كلاًّ مما يلي:  4
a  cos α β+^ h b  tan α β+^ h c  sin β α-^ h
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40

متطابقات المجموع والفرق

Sum and Difference Identities

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (3-1)، استخدم متطابقات المجموع والفرق في إيجاد القيمة الدقيقة.

(1) °sin15  (2) ºtan135  (3) cos 7 °5

sin 5
4γ =  ،0 21 1 πγ إذا كان   (4)

cos 17
8β = -  ، 2 1 1π β π  

sin β γ+^ h :أوجد  (a)  

cos β γ-^ h :أوجد  (b)  

tan γ β+^ h :أوجد  (c)  

في التمارين (10-5)، اكتب المقدار على صورة جيب أو جيب التمام أوظل الزاوية.

(5) ° ° ° °sin cos cos sin42 17 42 17-  (6) sin cos sin cos5 2 2 5
π π π π

+

(7) ° º
° º

tan tan
tan tan
1 19 47
19 47

-
+  (8) cos cos sin sinx x7 7

π π
+

(9) sin cos cos sinx x x x3 3-  (10) tan tan
tan tan

y x
y x

1 2 3
2 3

-

+

sin
sin

cos
cos

x
x

x
x3 3

- اختصر:   (11)

المجموعة B تمارين موضوعية

b إذا كانت العبارة خاطئة. a إذا كانت العبارة صحيحة و  في التمارين (4-1)، ظللّ 

a  b  °sin75 4
6 2

=
+  (1)

a  b  π
cos 12 4

6 2
=

-  (2)

(3) ( )cos cosh h2
π

+ =-  a  b

(4) tan tan12 12
5

14
π π2 2
+ =  a  b

نْ تمرَّ
9-4

كراسة التمارين

9 - 4
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40

متطابقات المجموع والفرق

Sum and Difference Identities

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (3-1)، استخدم متطابقات المجموع والفرق في إيجاد القيمة الدقيقة.

(1) °sin15  (2) ºtan135  (3) cos 7 °5

sin 5
4γ =  ،0 21 1 πγ إذا كان   (4)

cos 17
8β = -  ، 2 1 1π β π  

sin β γ+^ h :أوجد  (a)  

cos β γ-^ h :أوجد  (b)  

tan γ β+^ h :أوجد  (c)  

في التمارين (10-5)، اكتب المقدار على صورة جيب أو جيب التمام أوظل الزاوية.

(5) ° ° ° °sin cos cos sin42 17 42 17-  (6) sin cos sin cos5 2 2 5
π π π π

+

(7) ° º
° º

tan tan
tan tan
1 19 47
19 47

-
+  (8) cos cos sin sinx x7 7

π π
+

(9) sin cos cos sinx x x x3 3-  (10) tan tan
tan tan

y x
y x

1 2 3
2 3

-

+

sin
sin

cos
cos

x
x

x
x3 3

- اختصر:   (11)

المجموعة B تمارين موضوعية

b إذا كانت العبارة خاطئة. a إذا كانت العبارة صحيحة و  في التمارين (4-1)، ظللّ 

a  b  °sin75 4
6 2

=
+  (1)

a  b  π
cos 12 4

6 2
=

-  (2)

(3) ( )cos cosh h2
π

+ =-  a  b

(4) tan tan12 12
5

14
π π2 2
+ =  a  b

نْ تمرَّ
9-4

40

متطابقات المجموع والفرق

Sum and Difference Identities

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (3-1)، استخدم متطابقات المجموع والفرق في إيجاد القيمة الدقيقة.

(1) °sin15  (2) ºtan135  (3) cos 7 °5

sin 5
4γ =  ،0 21 1 πγ إذا كان   (4)

cos 17
8β = -  ، 2 1 1π β π  

sin β γ+^ h :أوجد  (a)  

cos β γ-^ h :أوجد  (b)  

tan γ β+^ h :أوجد  (c)  

في التمارين (10-5)، اكتب المقدار على صورة جيب أو جيب التمام أوظل الزاوية.

(5) ° ° ° °sin cos cos sin42 17 42 17-  (6) sin cos sin cos5 2 2 5
π π π π

+

(7) ° º
° º

tan tan
tan tan
1 19 47
19 47

-
+  (8) cos cos sin sinx x7 7

π π
+

(9) sin cos cos sinx x x x3 3-  (10) tan tan
tan tan

y x
y x

1 2 3
2 3

-

+

sin
sin

cos
cos

x
x

x
x3 3

- اختصر:   (11)

المجموعة B تمارين موضوعية

b إذا كانت العبارة خاطئة. a إذا كانت العبارة صحيحة و  في التمارين (4-1)، ظللّ 

a  b  °sin75 4
6 2

=
+  (1)

a  b  π
cos 12 4

6 2
=

-  (2)

(3) ( )cos cosh h2
π

+ =-  a  b

(4) tan tan12 12
5

14
π π2 2
+ =  a  b

نْ تمرَّ
9-4

40

متطابقات المجموع والفرق

Sum and Difference Identities

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (3-1)، استخدم متطابقات المجموع والفرق في إيجاد القيمة الدقيقة.

(1) °sin15  (2) ºtan135  (3) cos 7 °5

sin 5
4γ =  ،0 21 1 πγ إذا كان   (4)

cos 17
8β = -  ، 2 1 1π β π  

sin β γ+^ h :أوجد  (a)  

cos β γ-^ h :أوجد  (b)  

tan γ β+^ h :أوجد  (c)  

في التمارين (10-5)، اكتب المقدار على صورة جيب أو جيب التمام أوظل الزاوية.

(5) ° ° ° °sin cos cos sin42 17 42 17-  (6) sin cos sin cos5 2 2 5
π π π π

+

(7) ° º
° º

tan tan
tan tan
1 19 47
19 47

-
+  (8) cos cos sin sinx x7 7

π π
+

(9) sin cos cos sinx x x x3 3-  (10) tan tan
tan tan

y x
y x

1 2 3
2 3

-

+

sin
sin

cos
cos

x
x

x
x3 3

- اختصر:   (11)

المجموعة B تمارين موضوعية

b إذا كانت العبارة خاطئة. a إذا كانت العبارة صحيحة و  في التمارين (4-1)، ظللّ 

a  b  °sin75 4
6 2

=
+  (1)

a  b  π
cos 12 4

6 2
=

-  (2)

(3) ( )cos cosh h2
π

+ =-  a  b

(4) tan tan12 12
5

14
π π2 2
+ =  a  b

نْ تمرَّ
9-4

9 - 4
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بنود موضوعية

40

متطابقات المجموع والفرق

Sum and Difference Identities

المجموعة A تمارين مقالية

في التمارين (3-1)، استخدم متطابقات المجموع والفرق في إيجاد القيمة الدقيقة.

(1) °sin15  (2) ºtan135  (3) cos 7 °5

sin 5
4γ =  ،0 21 1 πγ إذا كان   (4)

cos 17
8β = -  ، 2 1 1π β π  

sin β γ+^ h :أوجد  (a)  

cos β γ-^ h :أوجد  (b)  

tan γ β+^ h :أوجد  (c)  

في التمارين (10-5)، اكتب المقدار على صورة جيب أو جيب التمام أوظل الزاوية.

(5) ° ° ° °sin cos cos sin42 17 42 17-  (6) sin cos sin cos5 2 2 5
π π π π

+

(7) ° º
° º

tan tan
tan tan
1 19 47
19 47

-
+  (8) cos cos sin sinx x7 7

π π
+

(9) sin cos cos sinx x x x3 3-  (10) tan tan
tan tan

y x
y x

1 2 3
2 3

-

+

sin
sin

cos
cos

x
x

x
x3 3

- اختصر:   (11)

المجموعة B تمارين موضوعية

b إذا كانت العبارة خاطئة. a إذا كانت العبارة صحيحة و  في التمارين (4-1)، ظللّ 

a  b  °sin75 4
6 2

=
+  (1)

a  b  π
cos 12 4

6 2
=

-  (2)

(3) ( )cos cosh h2
π

+ =-  a  b

(4) tan tan12 12
5

14
π π2 2
+ =  a  b

نْ تمرَّ
9-4

41

في التمارين (11-5)، ظللّ رمز الدائرة الدّال على الإجابة الصحيحة.

tan تساوي: 12
7π  (5)

a  
6

2 6

2 +

-  b  2 6+

c  2 3+  d  2 3- -

π تساوي:
sin x 6+
` j  (6)

a  sin cosx x2
1

2
3

+  b  sin cosx x2
1

+^ h

c  sin cosx x2
3

2
1

+  d  sin cosx x2
3

2
1

-

π تساوي:
tan h 4+
` j  (7)

a  tanh1 +  b  tan
tan

h
h

1
1
+
-

c  tan
tanh

1
1
-
+

h  d  tan1 - h

π تساوي:
cos x 4-
` j  (8)

a  cos sinx x2
2

-^ h b  cos sinx x2 +^ h

c  cos sinx x2
3

+^ h d  cos sinx x2
2

+^ h

cos تساوي: cos sin sin9 18 94 184° ° ° °+  (9)

a  °cos112  b  °cos76

c  °sin112  d  °sin76

sin تساوي: cos sin cos3 7 7 3
π π π π

-  (10)

a  cos 21
4π  b  sin 21

4π

c  cos 21
10π  d  sin 21

10π

 تساوي:
tan tan

tan tan

1 5

5 3

3
π π

π π

+

-
 (11)

a  π
tan 15
2  b  π

tan 15
8

c  tan 15
8π-

a k d  tan 15
2π-

a k

9 - 4
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41

في التمارين (11-5)، ظللّ رمز الدائرة الدّال على الإجابة الصحيحة.

tan تساوي: 12
7π  (5)

a  
6

2 6

2 +

-  b  2 6+

c  2 3+  d  2 3- -

π تساوي:
sin x 6+
` j  (6)

a  sin cosx x2
1

2
3

+  b  sin cosx x2
1

+^ h

c  sin cosx x2
3

2
1

+  d  sin cosx x2
3

2
1

-

π تساوي:
tan h 4+
` j  (7)

a  tanh1 +  b  tan
tan

h
h

1
1
+
-

c  tan
tanh

1
1
-
+

h  d  tan1 - h

π تساوي:
cos x 4-
` j  (8)

a  cos sinx x2
2

-^ h b  cos sinx x2 +^ h

c  cos sinx x2
3

+^ h d  cos sinx x2
2

+^ h

cos تساوي: cos sin sin9 18 94 184° ° ° °+  (9)

a  °cos112  b  °cos76

c  °sin112  d  °sin76

sin تساوي: cos sin cos3 7 7 3
π π π π

-  (10)

a  cos 21
4π  b  sin 21

4π

c  cos 21
10π  d  sin 21

10π

 تساوي:
tan tan

tan tan

1 5

5 3

3
π π

π π

+

-
 (11)

a  π
tan 15
2  b  π

tan 15
8

c  tan 15
8π-

a k d  tan 15
2π-

a k

9 - 4
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حاول أن تحل  1

أولًا : جيب تمام ضعف الزاوية

متطابقات ضعف الزاوية ونصفها

متطابقات ضعف الزاوية

مثال  1

أ : سلامة علي الركاض

9 - 5

سوف تتعلم
متطابقات ضعف الزاوية. •
متطابقات نصف الزاوية. •

المفردات والمصطلحات:
ضعف الزاوية •

Double of an Angle
نصف الزاوية •

Half of anAngle

������ ���
تعلمت في ما سبق:

sincos cos cos sinα β α β α β+ = -^ h

α فإن: β= إذا كانت 

cos cosα β α α+ = +^ ^h h

cos cos sin sinα α α α= -

cos sin2 2α α= -

وبالمثل استخدم قوانين مجموع زاويتين في إيجاد كل من:
a  sin2α b  tan2α

Double-Angle Identities متطابقات ضعف الزاوية 
Cosine Double-Angle أولاً: جيب تمام ضعف الزاوية 

cos cos sin2 2 2θ θ θ= -

cos cos2 2 12θ θ= - أثبت صحة متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية:  

الحل:
(1) cos cos sin2 2 2θ θ θ= - من عمل تعاوني
cos sin 12 2θ θ+ = من متطابقة فيثاغورث
sin cos12 2θ θ= - نحصل على

cos1 2θ- sin2θ بـ   في المعادلة (1) نعوّض عن 

cos cos cos2 12 2θ θ θ= - -^ h نحصل على

 cos cos12 2θ θ-= +

cos2 12θ= -

cos sin2 21 2θ θ= - أثبت صحة متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية:   1

cos cos2 2 12θ θ= -

cos sin2 1 2 2θ θ= -

متطابقات ضعف الزاوية ونصفها
Double-Angle and Half-Angle Identities

9-5

105

سوف تتعلم
متطابقات ضعف الزاوية. •
متطابقات نصف الزاوية. •

المفردات والمصطلحات:
ضعف الزاوية •

Double of an Angle
نصف الزاوية •

Half of anAngle

������ ���
تعلمت في ما سبق:

sincos cos cos sinα β α β α β+ = -^ h

α فإن: β= إذا كانت 

cos cosα β α α+ = +^ ^h h

cos cos sin sinα α α α= -

cos sin2 2α α= -

وبالمثل استخدم قوانين مجموع زاويتين في إيجاد كل من:
a  sin2α b  tan2α

Double-Angle Identities متطابقات ضعف الزاوية 
Cosine Double-Angle أولاً: جيب تمام ضعف الزاوية 

cos cos sin2 2 2θ θ θ= -

cos cos2 2 12θ θ= - أثبت صحة متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية:  

الحل:
(1) cos cos sin2 2 2θ θ θ= - من عمل تعاوني
cos sin 12 2θ θ+ = من متطابقة فيثاغورث
sin cos12 2θ θ= - نحصل على

cos1 2θ- sin2θ بـ   في المعادلة (1) نعوّض عن 

cos cos cos2 12 2θ θ θ= - -^ h نحصل على

 cos cos12 2θ θ-= +

cos2 12θ= -

cos sin2 21 2θ θ= - أثبت صحة متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية:   1

cos cos2 2 12θ θ= -

cos sin2 1 2 2θ θ= -

متطابقات ضعف الزاوية ونصفها
Double-Angle and Half-Angle Identities

9-5

105

سوف تتعلم
متطابقات ضعف الزاوية. •
متطابقات نصف الزاوية. •

المفردات والمصطلحات:
ضعف الزاوية •

Double of an Angle
نصف الزاوية •

Half of anAngle

������ ���
تعلمت في ما سبق:

sincos cos cos sinα β α β α β+ = -^ h

α فإن: β= إذا كانت 

cos cosα β α α+ = +^ ^h h

cos cos sin sinα α α α= -

cos sin2 2α α= -

وبالمثل استخدم قوانين مجموع زاويتين في إيجاد كل من:
a  sin2α b  tan2α

Double-Angle Identities متطابقات ضعف الزاوية 
Cosine Double-Angle أولاً: جيب تمام ضعف الزاوية 

cos cos sin2 2 2θ θ θ= -

cos cos2 2 12θ θ= - أثبت صحة متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية:  

الحل:
(1) cos cos sin2 2 2θ θ θ= - من عمل تعاوني
cos sin 12 2θ θ+ = من متطابقة فيثاغورث
sin cos12 2θ θ= - نحصل على

cos1 2θ- sin2θ بـ   في المعادلة (1) نعوّض عن 

cos cos cos2 12 2θ θ θ= - -^ h نحصل على

 cos cos12 2θ θ-= +

cos2 12θ= -

cos sin2 21 2θ θ= - أثبت صحة متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية:   1

cos cos2 2 12θ θ= -

cos sin2 1 2 2θ θ= -

متطابقات ضعف الزاوية ونصفها
Double-Angle and Half-Angle Identities
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حاول أن تحل  2

أ : سلامة علي الركاض

مثال  2

9 - 5

سوف تتعلم
متطابقات ضعف الزاوية. •
متطابقات نصف الزاوية. •

المفردات والمصطلحات:
ضعف الزاوية •

Double of an Angle
نصف الزاوية •

Half of anAngle

������ ���
تعلمت في ما سبق:

sincos cos cos sinα β α β α β+ = -^ h

α فإن: β= إذا كانت 

cos cosα β α α+ = +^ ^h h

cos cos sin sinα α α α= -

cos sin2 2α α= -

وبالمثل استخدم قوانين مجموع زاويتين في إيجاد كل من:
a  sin2α b  tan2α

Double-Angle Identities متطابقات ضعف الزاوية 
Cosine Double-Angle أولاً: جيب تمام ضعف الزاوية 

cos cos sin2 2 2θ θ θ= -

cos cos2 2 12θ θ= - أثبت صحة متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية:  

الحل:
(1) cos cos sin2 2 2θ θ θ= - من عمل تعاوني
cos sin 12 2θ θ+ = من متطابقة فيثاغورث
sin cos12 2θ θ= - نحصل على

cos1 2θ- sin2θ بـ   في المعادلة (1) نعوّض عن 

cos cos cos2 12 2θ θ θ= - -^ h نحصل على

 cos cos12 2θ θ-= +

cos2 12θ= -

cos sin2 21 2θ θ= - أثبت صحة متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية:   1

cos cos2 2 12θ θ= -

cos sin2 1 2 2θ θ= -

متطابقات ضعف الزاوية ونصفها
Double-Angle and Half-Angle Identities
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cos x2 cosx استخدم متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية لإيجاد  3
5= إذا كان 

الحل:

cos cosx x 5
3

2 2 1 2 12
2

` - = -= a k متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية   

2 25
9
1#= -

25
18

1= -

25
7

= -

cos x2 13 استخدم متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية لإيجاد: 
5xsin = إذا كان   2

Sine Double-Angle ثانيًا: جيب ضعف الزاوية 

sin sin cos2 2θ θ θ=

.sin2θ , ، فأوجد  π π
sin

2 2
1 311θ θ=
- إذا كان:    

الحل:

sincos 12 2θ θ+ = متطابقة فيثاغورث

cos sin12 2θ θ= -

1
2
1 2

= -
-
c m

2
1

=

cos
1
2

θ = - cos2 0
3π π
`1 1 1θ θ

sin sin cos2 2θ θ θ= متطابقة جيب ضعف الزاوية

sin2 2
2 2
1 1

1# #θ = - -
=

.sin2θ 5 فأوجد 
3
, 2

π
cos 0 1 1θ θ= إذا كان   3
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7

= -

cos x2 13 استخدم متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية لإيجاد: 
5xsin = إذا كان   2

Sine Double-Angle ثانيًا: جيب ضعف الزاوية 

sin sin cos2 2θ θ θ=

.sin2θ , ، فأوجد  π π
sin
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1 311θ θ=
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الحل:

sincos 12 2θ θ+ = متطابقة فيثاغورث

cos sin12 2θ θ= -
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θ = - cos2 0
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sin sin cos2 2θ θ θ= متطابقة جيب ضعف الزاوية

sin2 2
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1 1

1# #θ = - -
=

.sin2θ 5 فأوجد 
3
, 2

π
cos 0 1 1θ θ= إذا كان   3
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مثال  3

أ : سلامة علي الركاض

 ثانياً : جيب ضعف الزاوية

cos x2 cosx استخدم متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية لإيجاد  3
5= إذا كان 

الحل:

cos cosx x 5
3

2 2 1 2 12
2

` - = -= a k متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية   

2 25
9
1#= -

25
18

1= -

25
7

= -

cos x2 13 استخدم متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية لإيجاد: 
5xsin = إذا كان   2

Sine Double-Angle ثانيًا: جيب ضعف الزاوية 

sin sin cos2 2θ θ θ=

.sin2θ , ، فأوجد  π π
sin

2 2
1 311θ θ=
- إذا كان:    

الحل:

sincos 12 2θ θ+ = متطابقة فيثاغورث

cos sin12 2θ θ= -

1
2
1 2

= -
-
c m

2
1

=

cos
1
2

θ = - cos2 0
3π π
`1 1 1θ θ

sin sin cos2 2θ θ θ= متطابقة جيب ضعف الزاوية

sin2 2
2 2
1 1

1# #θ = - -
=

.sin2θ 5 فأوجد 
3
, 2

π
cos 0 1 1θ θ= إذا كان   3
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cos x2 cosx استخدم متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية لإيجاد  3
5= إذا كان 

الحل:
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2 2 1 2 12
2

` - = -= a k متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية   

2 25
9
1#= -
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18

1= -

25
7

= -

cos x2 13 استخدم متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية لإيجاد: 
5xsin = إذا كان   2

Sine Double-Angle ثانيًا: جيب ضعف الزاوية 

sin sin cos2 2θ θ θ=

.sin2θ , ، فأوجد  π π
sin

2 2
1 311θ θ=
- إذا كان:    

الحل:

sincos 12 2θ θ+ = متطابقة فيثاغورث

cos sin12 2θ θ= -

1
2
1 2

= -
-
c m

2
1

=

cos
1
2

θ = - cos2 0
3π π
`1 1 1θ θ

sin sin cos2 2θ θ θ= متطابقة جيب ضعف الزاوية

sin2 2
2 2
1 1

1# #θ = - -
=

.sin2θ 5 فأوجد 
3
, 2

π
cos 0 1 1θ θ= إذا كان   3
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cos x2 cosx استخدم متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية لإيجاد  3
5= إذا كان 

الحل:

cos cosx x 5
3

2 2 1 2 12
2

` - = -= a k متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية   

2 25
9
1#= -

25
18

1= -

25
7

= -

cos x2 13 استخدم متطابقة جيب تمام ضعف الزاوية لإيجاد: 
5xsin = إذا كان   2

Sine Double-Angle ثانيًا: جيب ضعف الزاوية 

sin sin cos2 2θ θ θ=

.sin2θ , ، فأوجد  π π
sin

2 2
1 311θ θ=
- إذا كان:    

الحل:

sincos 12 2θ θ+ = متطابقة فيثاغورث

cos sin12 2θ θ= -

1
2
1 2

= -
-
c m

2
1

=

cos
1
2

θ = - cos2 0
3π π
`1 1 1θ θ

sin sin cos2 2θ θ θ= متطابقة جيب ضعف الزاوية

sin2 2
2 2
1 1

1# #θ = - -
=

.sin2θ 5 فأوجد 
3
, 2

π
cos 0 1 1θ θ= إذا كان   3
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حاول أن تحل 3

ثالثاً : ظل ضعف الزاوية
Tangent Double-Angle ثالثًا: ظل ضعف الزاوية 

tan
tan
tan

2 2
1 2θ θ

θ
=
-

tan2θ tanθ، استخدم متطابقة ظل ضعف الزاوية لإيجاد  = 1 2- + إذا كان:    

الحل:

tan
tan
tan

2
1
2

2θ
θ

θ
=

-

1 1 2

2 1 2
2=

- - +

- +

^

^

h

h

1 1 2 2 2

2 1 2
=

- + -

- +

^

^

h

h

2 2 2

2 1 2

2 1 2

2 1 2
1=

- +

- +
=

- +

- +
=

^

^

^h

h

h

tan2θ tan، استخدم متطابقة ظل ضعف الزاوية لإيجاد  3θ = إذا كان   4

cos
tan
tan

2
1
1

2

2

θ
θ
θ

=
+

- أثبت صحة المتطابقة: 

الحل:

 الطرف الأيمن
tan
tan

cos
sin
cos
sin

1
1

1

1

2

2

2

2

2

2

θ
θ

θ
θ
θ
θ

=
+

-
=

+

-

tan cos
sinθ θ

θ
=

cos
cos sin
cos

cos sin

2

2 2

2

2 2

θ
θ θ

θ
θ θ

=
+

-

المقام المشترك

cos sin
cos sin

2 2

2 2

θ θ
θ θ

=
+

- بسّط

cos sin2 2θ θ= - متطابقة فيثاغورث

cos2θ= = متطابقة الضعف الطرف الأيسر

cos cos2 2 4 22θ θ= - أثبت صحة المتطابقة:   5
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أ : سلامة علي الركاض

مثال  4

مثال  5

حاول أن تحل 4

Tangent Double-Angle ثالثًا: ظل ضعف الزاوية 

tan
tan
tan

2 2
1 2θ θ

θ
=
-

tan2θ tanθ، استخدم متطابقة ظل ضعف الزاوية لإيجاد  = 1 2- + إذا كان:    

الحل:

tan
tan
tan

2
1
2

2θ
θ

θ
=

-

1 1 2

2 1 2
2=

- - +

- +

^

^

h

h

1 1 2 2 2

2 1 2
=

- + -

- +

^

^

h

h

2 2 2

2 1 2

2 1 2

2 1 2
1=

- +

- +
=

- +

- +
=

^

^

^h

h

h

tan2θ tan، استخدم متطابقة ظل ضعف الزاوية لإيجاد  3θ = إذا كان   4

cos
tan
tan

2
1
1

2

2

θ
θ
θ

=
+

- أثبت صحة المتطابقة: 

الحل:

 الطرف الأيمن
tan
tan

cos
sin
cos
sin

1
1

1

1

2

2

2

2

2

2

θ
θ

θ
θ
θ
θ

=
+

-
=

+

-

tan cos
sinθ θ

θ
=

cos
cos sin
cos

cos sin
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2

2 2

θ
θ θ

θ
θ θ

=
+

-

المقام المشترك

cos sin
cos sin

2 2

2 2

θ θ
θ θ

=
+

- بسّط

cos sin2 2θ θ= - متطابقة فيثاغورث

cos2θ= = متطابقة الضعف الطرف الأيسر

cos cos2 2 4 22θ θ= - أثبت صحة المتطابقة:   5

107

Tangent Double-Angle ثالثًا: ظل ضعف الزاوية 

tan
tan
tan

2 2
1 2θ θ

θ
=
-

tan2θ tanθ، استخدم متطابقة ظل ضعف الزاوية لإيجاد  = 1 2- + إذا كان:    

الحل:
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tan
tan

2
1
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2θ
θ

θ
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2 1 2
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- - +

- +
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=
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- +
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=
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h

h

tan2θ tan، استخدم متطابقة ظل ضعف الزاوية لإيجاد  3θ = إذا كان   4

cos
tan
tan

2
1
1

2

2

θ
θ
θ

=
+

- أثبت صحة المتطابقة: 

الحل:
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-
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θ θ
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- بسّط

cos sin2 2θ θ= - متطابقة فيثاغورث

cos2θ= = متطابقة الضعف الطرف الأيسر

cos cos2 2 4 22θ θ= - أثبت صحة المتطابقة:   5
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Tangent Double-Angle ثالثًا: ظل ضعف الزاوية 

tan
tan
tan

2 2
1 2θ θ

θ
=
-

tan2θ tanθ، استخدم متطابقة ظل ضعف الزاوية لإيجاد  = 1 2- + إذا كان:    

الحل:
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2
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h

tan2θ tan، استخدم متطابقة ظل ضعف الزاوية لإيجاد  3θ = إذا كان   4

cos
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2
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θ
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=
+

- أثبت صحة المتطابقة: 
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1
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cos cos2 2 4 22θ θ= - أثبت صحة المتطابقة:   5
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مثال  6

أ : سلامة علي الركاض

حاول أن تحل 5

Tangent Double-Angle ثالثًا: ظل ضعف الزاوية 

tan
tan
tan

2 2
1 2θ θ

θ
=
-

tan2θ tanθ، استخدم متطابقة ظل ضعف الزاوية لإيجاد  = 1 2- + إذا كان:    

الحل:
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2
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2θ
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θ
=
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1 1 2
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2=

- - +

- +

^
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h
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2 1 2
=
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^
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2 2 2

2 1 2

2 1 2

2 1 2
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- +

- +
=

- +

- +
=

^

^
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h

h

tan2θ tan، استخدم متطابقة ظل ضعف الزاوية لإيجاد  3θ = إذا كان   4

cos
tan
tan

2
1
1

2

2

θ
θ
θ

=
+

- أثبت صحة المتطابقة: 

الحل:

 الطرف الأيمن
tan
tan

cos
sin
cos
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1
1

1

1

2

2

2
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θ
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θ
θ
θ
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=
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-
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+

-
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θ
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θ
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cos sin
cos sin

2 2
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θ θ
θ θ

=
+

- بسّط

cos sin2 2θ θ= - متطابقة فيثاغورث

cos2θ= = متطابقة الضعف الطرف الأيسر

cos cos2 2 4 22θ θ= - أثبت صحة المتطابقة:   5
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cos cos cos3 4 33θ θ θ= - أثبت صحة المتطابقة:    

الحل:

) الطرف الأيسر )cos cos3 2θ θ θ= = +

cos cos sin sin2 2θ θ θ θ= - متطابقة المجموع 

( ) ( )cos cos sin sin cos2 1 22θ θ θ θ θ= - - متطابقة الضعف 

cos cos sin cos2 23 2θ θ θ θ= - -

( )cos cos cos cos2 2 13 2θ θ θ θ= - - - متطابقة فيثاغورث 

cos cos cos cos2 2 23 3θ θ θ θ= - - +

cos cos4 33θ θ= - = الطرف الأيمن

sin sin sin3 3 4 3θ θ θ= - أثبت صحة المتطابقة:     6

Half-Angle Identities متطابقات نصف الزاوية 

يمكن استخدام متطابقة ضعف الزاوية لإيجاد متطابقات نصف الزاوية.

2 θα
= لتكن: 

cos cos2 2 12θ θ= - متطابقة ضعف الزاوية لجيب التمام 

cos cos2 2 2 2 12α α
= -` `j j

2
α θ بـ    عوض عن 

cos cos2 2 12α α
= -` j  بسّط

cos
cos2

1
2

2α α+
= ` j cos 2

2 α` j حل في 

cos
cos

2 2
1

!
α α

=
+ خذ الجذر التربيعي لكلا الطرفين

sin
cos

2 2
1

!
α α

=
- وبالمثل 

tan cos
cos

2 1
1

!
α

α
α

=
+
-` j

متطابقات نصف الزاوية

cos
cos

2 2
1

!
α α
=

+
` j

sin
cos

2 2
1

!
α α
=

-
` j

tan cos
cos

2 1
1

!
α

α
α

=
+
-

` j

ملاحظة:

متطابقات  استخدام  عند 
نصف الزاوية تحتاج إلى تعيين 

2
α الربع الذي تقع فيه الزاوية 

الإشارة  تستخدم  ثم  ومن 
للدالة   - أو   + الصحيحة 

المثلثية في هذا الربع.

تذكر:

موجبة في الربعالدالة

sin xالأول والثاني
cos xالأول والرابع
tan xالأول والثالث
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أ : سلامة علي الركاض

حاول أن تحل 6

cos cos cos3 4 33θ θ θ= - أثبت صحة المتطابقة:    

الحل:

) الطرف الأيسر )cos cos3 2θ θ θ= = +

cos cos sin sin2 2θ θ θ θ= - متطابقة المجموع 

( ) ( )cos cos sin sin cos2 1 22θ θ θ θ θ= - - متطابقة الضعف 

cos cos sin cos2 23 2θ θ θ θ= - -

( )cos cos cos cos2 2 13 2θ θ θ θ= - - - متطابقة فيثاغورث 

cos cos cos cos2 2 23 3θ θ θ θ= - - +

cos cos4 33θ θ= - = الطرف الأيمن

sin sin sin3 3 4 3θ θ θ= - أثبت صحة المتطابقة:     6

Half-Angle Identities متطابقات نصف الزاوية 

يمكن استخدام متطابقة ضعف الزاوية لإيجاد متطابقات نصف الزاوية.

2 θα
= لتكن: 

cos cos2 2 12θ θ= - متطابقة ضعف الزاوية لجيب التمام 
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= -` `j j

2
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!
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α
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+
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متطابقات نصف الزاوية
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=
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tan cos
cos

2 1
1

!
α

α
α

=
+
-

` j

ملاحظة:

متطابقات  استخدام  عند 
نصف الزاوية تحتاج إلى تعيين 

2
α الربع الذي تقع فيه الزاوية 

الإشارة  تستخدم  ثم  ومن 
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متطابقات نصف الزاوية

cos cos cos3 4 33θ θ θ= - أثبت صحة المتطابقة:    

الحل:

) الطرف الأيسر )cos cos3 2θ θ θ= = +

cos cos sin sin2 2θ θ θ θ= - متطابقة المجموع 

( ) ( )cos cos sin sin cos2 1 22θ θ θ θ θ= - - متطابقة الضعف 

cos cos sin cos2 23 2θ θ θ θ= - -

( )cos cos cos cos2 2 13 2θ θ θ θ= - - - متطابقة فيثاغورث 

cos cos cos cos2 2 23 3θ θ θ θ= - - +

cos cos4 33θ θ= - = الطرف الأيمن

sin sin sin3 3 4 3θ θ θ= - أثبت صحة المتطابقة:     6

Half-Angle Identities متطابقات نصف الزاوية 

يمكن استخدام متطابقة ضعف الزاوية لإيجاد متطابقات نصف الزاوية.

2 θα
= لتكن: 

cos cos2 2 12θ θ= - متطابقة ضعف الزاوية لجيب التمام 

cos cos2 2 2 2 12α α
= -` `j j

2
α θ بـ    عوض عن 
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= -` j  بسّط
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cos2

1
2

2α α+
= ` j cos 2
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α α
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α
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2 3
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3 x 21 1
r
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المجموعة B تمارين موضوعية 

b إذا كانت العبارة خاطئة. a إذا كانت العبارة صحيحة و  في التمارين (5-1)، ظللّ 

(1) sin sin cosx x x2 2 24 =  a  b

(2) sin cos sin cos sinx x x x x4 4 43 3
= - +  a  b

(3) sin cosx x
2 2
12

=
-  a  b

(4) cos cosx x6 2 3 12
= -  a  b

(5) cos cosx x2 2 12
= -  a  b

في التمارين (8-6)، ظللّ رمز الدائرة الدّال على الإجابة الصحيحة.
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1 2-

cos تساوي: 8
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2 2+  b  2 1-

c  2
2 2+  d  2

2 2-

cos يساوي: 2
θ cos فإن  25

7θ = -  , 3
2i1 1r
r إذا كان:   (8)

a  5
2  b  5

2-

c  5
3-  d  5

3
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