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أهداف التعلم

.التعرف على مفاهيم القيم القصوى المحلية والمطلقة❑

.إيجاد الأعداد الحرجة لدالة معطاة❑

.إيجاد القيم القصوى المحلية لدالة معطاة❑

.إيجاد القيم القصوى المطلقة لدالة معطاة❑
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.القيم القصوى المطلقة •

.الأعداد الحرجة •

.القيم الصغرى المطلقة •

.القيم العظمى المطلقة •

.القيم الصغرى المحلية •

.القيم العظمى المحلية •
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القيم القصوى المطلقة

فة في مجموعة  / بالنسبة إلى الدالة  𝒄من الأعداد الحقيقية والعدد Sالمعرَّ ∈ 𝑺
(i)𝒇(𝒄) في  / هي القيمة العظمى المطلقة  للدالةS إذا كانت𝒇 𝒄 ≥ 𝒇 𝒙 لكل𝒙 ∈ 𝑺

(ii)𝒇(𝒄) في  / هي القيمة الصغرى المطلقة  للدالةS إذا كانت𝒇 𝒄 ≤ 𝒇 𝒙 لكل𝒙 ∈ 𝑺
(.القيم القصوىوصيغة الجمع للقيمة القصوى هي. )القيمة العظمى المطلقة أو القيمة الصغرى المطلقة يشُار إليها بـ القيمة القصوى المطلقة

القيمة العظمى 
المطلقة 

ليس لها قيمة 
عظمى مطلقة 

القيمة الصغرى 
المطلقة 

ليس لها قيمة 

صغرى 
مطلقة 

مقدمة

3.1تعريف 
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فة على الفترة المغلقة 𝒇الدالة المتصلة   .تحقق قيمة عظمى مطلقة و قيمة صغرى مطلقة فى تلك الفترة [ a,b]المُعرَّ

القيم القصوى المطلقة

3.1نظرية  
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القيم القصوى المطلقة

نظرية القيم القصوى

فة على الفترة المغلقة   𝑓 الدالة المتصلة .تحقق قيمة عظمى مطلقة و قيمة صغرى مطلقة فى تلك الفترة [ a,b]المُعرَّ
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مثال

الحل

250صفحة 3.1

(a )  حدد مكان أى قيم قصوى مطلقة للدالة𝒇 𝒙 =  𝒙𝟐 − (∞,∞−)فى الفترة    𝟗
(b )  حدد مكان أى قيم قصوى مطلقة للدالة𝒇 𝒙 =  𝒙𝟐 − [3 , 3-] فى الفترة    𝟗

(a )  حدد مكان أى قيم قصوى مطلقة للدالة𝒇 𝒙 =  𝒙𝟐 − (𝟑,𝟑−)فى الفترة    𝟗

)a( 𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐 − 𝟗 (−∞, ∞) الفترة فى

لها القيمة الصغرى المطلقة

𝑓 0 = −9

و لكن ليس لها قيمة عظمى مطلقة

)b(𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐 − فى الفترة   𝟗 [−𝟑, 𝟑]

لها القيمة الصغرى المطلقة
𝑓 0 = −9

لها قيمة عظمى مطلقة

)c(  𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐 − فى الفترة  𝟗 (−𝟑, 𝟑)

لها القيمة الصغرى المطلقة
𝑓 0 = −9

و لكن ليس لها قيمة عظمى مطلقة
𝑓 −3 = 0 = 𝑓 3 = 0

𝑓لها 𝑥𝜖(−3,3)لا يوجد    𝑥 = 0𝒇 𝒙 متصلة فى الفترة المغلقة
𝒇(𝒙)  لها قيمة عظمى مطلقة و قيمة صغرى مطلقة

(نظرية القيمة القصوى)

لا يوجد قيمة عظمى مطلقة
لا يوجد قيمة عظمى مطلقة

قيمة عظمى مطلقة
𝑓 −3 = 𝑓 3 = 0

𝑓 0 = −9
قيمة صغرى مطلقة

𝒚 =  𝒙𝟐 − [𝟑,𝟑−]فى 𝟗

y=  𝒙𝟐 − (𝟑,,𝟑−)فى 𝟗

القيم العظمى  و الصغرى المطلقة

𝑓 0 = −9
قيمة صغرى مطلقة

𝑓 0 = −9
قيمة صغرى مطلقة
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تمرين

الحل

Q2 لة استخدم التمثيل البيانى لتحديد مكان القيم القصوى المطلقة  للدا257 صفحة:

𝒂) (−∞, 𝟏) ∪ (𝟏, ∞) الفترةفى

:لها قيمة صغرى مطلقة لـ 

𝒇 𝟎 =
(𝟎)𝟐

(𝟎 − 𝟏)𝟐 = 𝟎

.ليس لها قيمة عظمى مطلقة 

𝒃) (𝟎, 𝟏) الفترةفى

ليس لها قيمة صغرى مطلقة

.ليس لها قيمة عظمى مطلقة 

𝒄) −𝟏, 𝟏 الفترةىف 

:لها قيمة صغرى مطلقة لـ 

𝒇 𝟎 =
(𝟎)𝟐

(𝟎 − 𝟏)𝟐 = 𝟎

.ليس لها قيمة عظمى مطلقة 

a) (−∞, 𝟏) ∪ (𝟏, فى الفترة  (∞ c)  فى الفترة −𝟏, 𝟏
b) (𝟎, فى الفترة  (d           فى الفترة (𝟏 [−𝟐, −𝟏]

𝒇 𝒙 =
𝒙𝟐

(𝒙 − 𝟏)𝟐

𝒅) [−𝟐, −𝟏] الفترةفى

:لها قيمة صغرى مطلقة لـ 

𝒇 −𝟏 =
(−𝟏)𝟐

(−𝟏 − 𝟏)𝟐
= 𝟎. 𝟐𝟓

:لها قيمة عظمى مطلقة لـ 

𝒇 −𝟐 =
(−𝟐)𝟐

(−𝟐 − 𝟏)𝟐
=

𝟒

𝟗

𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐

(𝒙 − 𝟏)𝟐

,𝟐−]متصلة فى الفترة المغلقة    − 𝟏]

القيم العظمى  و الصغرى المطلقة

𝑓(𝑥)  لها قيمة عظمى مطلقة و قيمة عظمى مطلقة
(نظرية القيم القصوى )
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الحل

251صفحة  3.3و 3.2

(a )   حدد مكان أى قيم قصوى للدالة𝒇 𝒙 =
𝟏

𝒙
(𝟑,𝟎−]ى الفترة ف ∪ (𝟎,𝟑]

(b )   حدد مكان أى قيم قصوى للدالة𝒇 𝒙 =
𝟏

𝒙
ى الفترة ف [𝟏,𝟑]

(a )𝒇 𝒙 =
𝟏

𝒙
(𝟑,𝟎−]ى الفترة ف ∪ (𝟎,𝟑]

𝒇 𝒙  غير متصلة عند𝒙 = 𝟎

من التمثيل البيانى

𝒇(𝒙)ليس لها قيمة عظمى  أو صغرى مطلقة

تمرين

(b  )𝒇 𝒙 =
𝟏

𝒙
ى الفترة   ف [𝟏,𝟑]

𝒇 𝒙 [𝟏,𝟑]ى الفترة المغلقةفمتصلة

𝐟(𝐱) لها قيمة عظمى مطلقة و قيمة صغرى مطلقة
نظرية القيم القصوى  ) )

𝒇 𝟑 =
𝟏

𝟑
قيمة صغرى مطلقة

𝒇 𝟏 =
𝟏

𝟏
= قيمة عظمى مطلقة𝟏

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

𝟏

𝒙
= ∞ 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎−

𝟏

𝒙
= −∞

الحل

 القيم القصوى المطلقة للدالة



+971566151988/محمد طه /أ

𝒇قيمة صغرى محلية      𝒂

𝒇قيمة صغرى محلية 𝒄

𝒇قيمة عظمى محلية 𝒃

𝒇قيمة عظمى محلية 𝒅

𝒙المماس الأفقى عند = 𝒂,
 𝒇′ 𝒂 = 𝟎

𝒇′(𝒄)فة غير مُعرَّ

𝒙المماس الأفقى عند = 𝒃  
, 𝒇′ 𝒃 = 𝟎

𝒇′(𝒅)فة غير مُعرَّ

:القيم القصوى المحلية هى 

(i )𝒇(𝒄)  هى قيمة عظمى محلية للدالة𝒇  إذا كانت𝒇 𝒄  ≥ 𝒇(𝒙)  لكل𝒙 فى فترة مفتوحة تحتوى على𝒄.

(ii )𝒇(𝒄)  هى قيمة صغرى محلية للدالة𝒇  إذا كانت𝒇 𝒄  ≤ 𝒇(𝒙)  لكل𝒙 فى فترة مفتوحة تحتوى على𝒄.

.𝒇قيمة قصوى محلية للدالة 𝒇(𝒄)فى كلتا الحالتين نطلق على 

قيم قصوى محلية

القيم القصوى المحلية
3.2تعريف 
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الحل

252 صفحة 3.4

𝒇حدد مكان أى قيم قصوى محلية للدالة   𝒙 = 𝟗 − 𝒙𝟐

.و صِف سلوك المشتقة عند القيمة القصوى المحلية

𝒇 𝒙 = 𝟗 − 𝒙𝟐

𝒙عند   = قيمة عظمى محلية 𝟎

:من الرسم البيانى 

𝒇 𝒙 = 𝟗 − 𝒙𝟐

𝒇′ 𝒙 = −𝟐𝒙

مثال

𝒇′ 𝟎 = −𝟐 𝟎 = 𝟎

𝒙مماس أفقى عند     = 𝟎

الحل

𝒇 𝒙 = |𝒙|

:من الرسم البيانى 

𝒇 𝒙 = ቊ
−𝒙, 𝒙 ≤ 𝟎
𝒙,  𝒙 > 𝟎

𝒇′ 𝒙 = ቊ
−𝟏, 𝒙 < 𝟎
𝟏,  𝒙 > 𝟎

𝒇′ فة 𝟎 غير مُعرَّ

فة عند     𝒙المشتقة غير مُعرَّ = 𝟎

𝒙عند   = قيمة صغرى محلية 𝟎

(b )حدد مكان أى قيمة قصوى محلية 𝒇 𝒙 = |𝒙|  
.و صِف سلوك المشتقة عند القيمة القصوى المحلية 

تمرين252 صفحة 3.5

f 𝟎 = قيمة عظمى محلية 𝟗 f(𝟎) = قيمة صغرى محلية 𝟎

𝒇 𝒙 = 𝟗 − 𝒙𝟐

𝒙و المماس عند  = 𝟎

المشتقات  في القيم القصوى المحلية
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أهداف التعلم

.إيجاد الأعداد الحرجة لدالة معطاة•

.إيجاد القيم القصوى المحلية لدالة معطاة•
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𝒇′ −𝟓 = 𝟎

:العدد الحرج 

𝒙 = −𝟓 ⇒

′𝒇غير   −𝟑 فة 𝒙مُعرَّ = −𝟑 ⇒

𝒇′ 𝟒 = 𝟎𝒙 = 𝟒 ⇒

(مماس أفقى)

(مماس أفقى)

𝒇′ −𝟏 = 𝟎𝒙 = −𝟏 ⇒ (مماس أفقى)

′𝒇عددًا حرجًا إذا كانت 𝒇فى مجال دالة معينة 𝒄يسُمى العدد  𝒄 = ′𝒇أو 𝟎 𝒄 فة .غير مُعرَّ

الأعداد الحرجة
3.3تعريف 



+971566151988/محمد طه /أ

لبرهانا
𝒙قابلة للاشتقاق عند 𝒇على فرض أن  = 𝒄 ( إذا لم يكن الأمر كذلك ، فإن𝒄 عدد حرج لـ𝒇 و قد أنهينا عملنا)

≠ 𝒇′ (c)افترض ما هو أكثر بأن  < 𝒇′ (c)إذًا إما 𝟎 > 𝒇′ (c)أو     𝟎 𝟎

′𝒇إذا كانت   𝒄 > 𝟎𝑓′ 𝑐 = lim
ℎ→0

𝑓 𝑐 + ℎ − 𝑓 𝑐

ℎ
> 0

صغيرة بما يكفى 𝒉لكل 
𝑓 𝑐 + ℎ − 𝑓 𝑐

ℎ
> 0 𝒉و لكل   > 𝟎

𝑓 𝑐 + ℎ − 𝑓 𝑐 > 0
𝑓 𝑐 + ℎ > 𝑓 𝑐

𝒉و لكل    < 𝟎
𝑓 𝑐 + ℎ − 𝑓 𝑐 < 0
𝑓 𝑐 + ℎ < 𝑓 𝑐

𝒇بالتالى ، فإن   𝒄ليست قيمة عظمى محلية

𝒇بالتالى ، فإن   𝒄ليست قيمة صغرى محلية أيضًا

𝒇 و بما أننا افترضنا أن 𝒄 هى قيمة قصوى محلية ،  

′𝒇يستبعد هذا الأمر إمكانية أن   فهذا يمثل تناقصًا  𝒄 > 𝟎

′𝒇و بالمثل إمكانية أن    𝒄 < 𝟎

′𝒇و الإمكانية الوحيد المتبقية هى الحصول على   𝒄 = (عدد حرج)𝟎

و هذا يثبت النظرية

(صغرى محلية -عظمى محلية ) يمثل قيمة قصوى محلية 𝒇(𝒄)على فرض أن 
.𝒇عددًا حرجًا لـ   𝒄إذاً يجب أن يكون  

(نظرية فيرمات ) 3.2نظرية 

𝒇(𝒄) (صغرى محلية -عظمى محلية ) يمثل قيمة قصوى محلية
′𝒇أي أن , 𝒇عددًا حرجًا لـ   𝒄اثبات أن   𝒄 = ′𝒇أو 𝟎 𝒄  غير معرفة المطلوب

المعطيات
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الحل

252 صفحة 3.5و 3.4

(a ) أوجد العدد الحرج و القيمة القصوى المحلية للدالة:𝒇 𝒙 = 𝒙𝟑.
(b ) أوجد العدد الحرج و القيمة القصوى المحلية للدالة: 𝒇 𝒙 = 𝒙𝟏/𝟑.

a.  𝒇 𝒙 = 𝒙𝟑

𝒇 ليست قيمة قصوى𝟎

عدد حرج
𝒇′ 𝒙 = 𝟎

𝒇′ 𝒙 = 𝟑𝒙𝟐

مثال

𝟑𝒙𝟐 = 𝟎

𝒙مماس أفقى عند   = 𝟎

الحل

b.  𝒇 𝒙 = 𝒙𝟏/𝟑

:من الرسم البيانى 

𝒇′ 𝒙 غير معرفة     

𝒇′ 𝒙فة غير مٌعرًّ 𝟑
𝟑

𝒙𝟐 = 𝟎

𝒙مماس رأسى عند   = 𝟎

⇒

𝒙 = 𝟎

:من الرسم البيانى 

𝒇′ 𝒙 =
𝟏

𝟑
𝒙−

𝟐
𝟑 =

𝟏

𝟑
𝟑

𝒙𝟐

عدد حرج

⇒

𝒙 = 𝟎

𝒇 ليست قيمة قصوى𝟎

الرأسى عند نقطة غير محلية/ المماس الأفقى 
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مثال

الحل

Q5 258 صفحة

ل أياً منهما استخدم  التمثيل البيانى  لتحديد هل العدد الحرج يمثل قيمة عظمى محلية أو قيمة صغرى محلية أو لا يمث. أوجد كل الأعداد الحرجة جبريا 

𝒇: للدالة  𝒙 = −𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟐 − 𝟑𝒙

𝒇 𝒙 = −𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟐 − 𝟑𝒙

𝒇′ 𝒙 = −𝟑𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 − 𝟑

الأرقام الحرجة 

𝒇′ 𝒙 = 𝟎 −𝟑𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 − 𝟑 = 𝟎

−𝟑(𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏) = 𝟎

−𝟑(𝒙 − 𝟏)(𝒙 − 𝟏) = 𝟎

𝒙 = 𝟏

⇒

:من الرسم البيانى 

𝒂𝒕 𝒙 = 𝟏

𝒇 ليست قيمة عظمى محلية 𝟏
قيمة صغرى محليةو لا

دالة تكعيبية  لها قيمة حرجة  واحدة 
عظمى محلية و لاليست صغرى محلية 

إيجاد الأعداد الحرجة للدالة 
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الحل

Q6 258 صفحة

أياً منهما استخدم  التمثيل البيانى لتحديد هل العدد الحرج يمثل قيمة عظمى محلية أو قيمة صغرى محلية أو لا يمثل. أوجد كل الأعداد الحرجة جبريا 

𝒇:    للدالة  𝒙 = 𝒙𝟒 − 𝟐𝒙𝟐 + 𝟏

𝒇 𝒙 = 𝒙𝟒 − 𝟐𝒙𝟐 + 𝟏

𝒇′ 𝒙 = 𝟒𝒙𝟑 − 𝟒𝒙

:الأعداد الحرجة 

𝒇′ 𝒙 = 𝟎

𝟒𝒙 = 𝟎 𝒙 − 𝟏 = 𝟎

⇒

تمرين

⇒ 𝟒𝒙𝟑 − 𝟒𝒙 = 𝟎

𝟒𝒙(𝒙𝟐 − 𝟏) = 𝟎

𝒙 + 𝟏 = 𝟎

𝒙 = 𝟎 𝒙 = −𝟏𝒙 = 𝟏

⇒ 𝟒𝒙(𝒙 − 𝟏)(𝒙 + 𝟏) = 𝟎

:من الرسم البيانى 

𝒇 𝟎 = 𝟏

𝒇 −𝟏 = 𝟎

𝒇 𝟏 = 𝟎

قيمة صغرى محلية

قيمة عظمى محلية

قيمة صغرى محلية

أو أو
قيمة صغرى مطلقة كذلك

إيجاد الأعداد الحرجة للدالة 
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مثال

الحل

255صفحة  3.10

𝒇: أوجد الأعداد الحرجة لـ   𝒙 =
𝟐𝒙𝟐

𝒙+𝟐

𝒇 𝒙 =
𝟐𝒙𝟐

𝒙 + بالقسمة}/ℝ:المجال𝟐 علي {الصفر دالة نسبية

𝒇′ 𝒙 =

𝒅
𝒅𝒙

[𝟐𝒙𝟐] ∙ 𝒙 + 𝟐 − 𝟐𝒙𝟐 ∙
𝒅

𝒅𝒙
[𝒙 + 𝟐]

(𝒙 + 𝟐)𝟐 ∙

𝒇′(𝒙) =
𝟒𝒙𝟐 + 𝟖𝒙 − 𝟐𝒙𝟐

𝒙 + 𝟐 𝟐

𝒇′(𝒙) =
𝟐𝒙𝟐 + 𝟖𝒙

𝒙 + 𝟐 𝟐

𝒇′ 𝒙 فة  غير مُعرَّ

𝒇′(𝒙) = 𝟎

𝑓قيمة صغرى محلية    0 = 0

أو

⇒

𝟐𝒙(𝒙 + 𝟒) = 𝟎

الأعداد الحرجة

𝒙 = −𝟒

𝟐𝒙 = 𝟎

𝟐𝒙𝟐 + 𝟖𝒙 = 𝟎

𝒙 + 𝟐 = 𝟎𝒙 + 𝟐 𝟐 = 𝟎

⇒

⇒

⇒

𝒙 + 𝟐 = 𝟎 ⇒ℝ/{−𝟐} :المجال 𝒙 = −𝟐

⇒

𝒙 + 𝟒 = 𝟎

∉ 𝒇(𝒙)مجال

𝒇′(𝒙) =
𝟒𝒙 ∙ 𝒙 + 𝟐 − 𝟐𝒙𝟐 𝟏

𝒙 + 𝟐 𝟐

𝒙 = 𝟎

𝒙 = −𝟐

𝒙 = 𝟎 و 𝒙 = −𝟒

⇒

باستخدام قاعدة خارج القسمة

𝑓قيمة عظمى محلية      −4 = −16

إيجاد الأعداد الحرجة لدالة نسبية
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الحل

Q20 258 صفحة

محلية أو استخدم التمثيل البيانى لتحديد هل العدد الحرج يمثل قيمة عظمى محلية أو قيمة صغرى. أوجد كل الأعداد الحرجة جبريا 

𝒇: لا يمثل أياً منهما للدالة  𝒙 =
𝒙

𝒙𝟐+𝟏

𝒇 𝒙 =
𝒙

𝒙𝟐 + 𝟏
باستخدام قاعدة خارج القسمة

𝒇′ 𝒙 =

𝒅
𝒅𝒙

𝒙 ∙ 𝒙𝟐 + 𝟏 − 𝒙 ∙
𝒅

𝒅𝒙
𝒙𝟐 + 𝟏  

( 𝒙𝟐 + 𝟏)𝟐

𝒙𝟐 + 𝟏 = 𝟎

حرجةأعداديوجدلا

تمرين

𝒇′(𝒙) ≠ 𝟎

𝒇′ 𝒙 غير  فة مُعرَّ ( 𝒙𝟐 + 𝟏)𝟑= 𝟎

𝒇′ 𝒙 =

(𝟏) ∙ 𝒙𝟐 + 𝟏 − 𝒙 ∙
𝟐𝒙

𝟐 𝒙𝟐 + 𝟏

( 𝒙𝟐 + 𝟏)𝟐

𝒇′ 𝒙 =

 
𝒙𝟐 + 𝟏 − 𝒙𝟐

𝒙𝟐 + 𝟏
 

( 𝒙𝟐 + 𝟏)𝟐
=

 𝟏 

( 𝒙𝟐 + 𝟏)𝟑

⇒

⇒ ⇒ 𝒙𝟐 = −𝟏

البيانىالرسممن

محليةقصوىقيمةيوجدلا

إيجاد الأعداد الحرجة للدالة 
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الحل

Q21 258 صفحة

قيمة استخدم التمثيل البيانى لتحديد هل العدد الحرج يمثل قيمة عظمى محلية أو. أوجد كل الأعداد الحرجة جبريا 

𝒇لة: صغرى محلية أو لا يمثل أياً منهما للدالة  𝒙 = |𝒙𝟐 − 𝟏|

𝒇 𝒙 = | 𝒙𝟐 − 𝟏|

𝒙𝟐 − 𝟏 = 𝟎

𝒙 عند = 𝟏, 𝒙 = −𝟏

𝒙 = −𝟏

𝒇 𝒙 = ൞
𝒙𝟐 − 𝟏, 𝒙 ≤ −𝟏

𝟏 − 𝒙𝟐, −𝟏 < 𝒙 ≤ 𝟏

𝒙𝟐 − 𝟏, 𝒙 > 𝟏

𝒇′ 𝒙 = ቐ
𝟐𝒙, 𝒙 < −𝟏

−𝟐𝒙, −𝟏 < 𝒙 < 𝟏
𝟐𝒙, 𝒙 > 𝟏

−𝟐𝒙 = 𝟎

الحرجةالأعداد 𝒙 = 𝟎

للاشتقاققابلةغيرالدالة

𝒙 = 𝟏

𝒙 = 𝟎𝝐 (−𝟏, 𝟏)

⇒

⇒

تمرين

𝒙 = ±𝟏

𝟎 𝟎+++ + +++ +−− −

𝟏−𝟏

اليسارمنالمشتقةتساويلااليمينمنلمشتقةا

البيانىالرسممن

𝒇 𝟎 = 𝟏 قيمة عظمى محلية

𝒇 −𝟏 = 𝟎

𝒇 𝟏 = 𝟎

قيمة صغرى محلية

قيمة صغرى محلية

قيمة صغرى مطلقة كذلك

𝒙𝟐 − 𝟏

إيجاد الأعداد الحرجة للدالة 
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.إيجاد القيمة القصوى المطلقة لدالة معطاة •

أهداف التعلم
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البرهان
𝒇  في الفترة  و الصغرىسوف يكون لها القيمة العظمى[𝒂,𝒃]

𝒇على فرض أن  𝒄 قيمة قصوى مطلقة

نهاية cإذا لم تكن  

وفقًا لنظرية القيمة القصوى

وأى  )  𝐜 ≠ 𝐚𝐜 ≠ 𝐛) يجب أن تكون  إذا𝒄𝝐(𝒂,𝒃)

أيضًا قيمة قصوى محلية 𝐟(𝐜)هذه الحالة  ، تكون و فى وفقاً لنظرية فيرمات

.عددًا حرجًا ، لأن القيم القصوى المحلية تحدث عند الأعداد الحرجة فقطcإذًا ، يجب أن تكون 

(  bأو a) أن تكون موجودة عند نقطة نهاية 𝒇يجب على كل قيمة قصوى مطلقة لـ [  a,b]متصلة فى الفترة المغلقة 𝒇على فرض أن  

.أو عند عدد حرج 

القيمة القصوى المطلقة
3.3نظرية 
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.قيم الدالة عند تلك النقاط و احسبأوجد كل الأعداد الحرجة فى الفترة 

إيجاد قيمة قصوى مطلقة لدالة متصلة فى فترة مغلقة 

.احسب قيم الدالة عند نقاط النهاية 

.قيمة لهذه الدوال هى قيمة صغرى مطلقة و أصغرأكبر قيمة لهذه الدوال هى قيمة عظمى مطلقة 

القيمة القصوى المطلقة
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مثال

الحل

255 صفحة 3.11

𝒇أوجد القيم القصوى المطلقة لـ    𝒙 = 𝟐𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 − 𝟏𝟐𝒙 + [𝟐,𝟒−]فى الفترة  𝟓

𝒇 𝒙 = 𝟐𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 − 𝟏𝟐𝒙 + [𝟐,𝟒−]فى الفترة  𝟓

𝒇′ 𝒙 = 𝟔𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 − 𝟏𝟐
:الأعداد الحرجة 

𝒇′ 𝒙 = 𝟎 𝟔𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 − 𝟏𝟐 = 𝟎

𝟔(𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟐) = 𝟎

𝟔(𝒙 − 𝟐)(𝒙 + 𝟏) = 𝟎

𝒙 = 𝟐

𝒙 = −𝟐

𝒇القيمة الصغرى المطلقة للدالة هى 𝟐 = −𝟏𝟓

لدالةعند الأعداد الحرجة لو القيمقارن القيم عند نقاط النهاية 

𝒇القيمة العظمى المطلقة للدالة هى  𝟒 = 𝟑𝟕

𝒙 = −𝟏

:نقاط النهاية 

⇒

𝒙 = 𝟒

:الأعداد الحرجة 

𝒙 = 𝟐

𝒙 = −𝟏

𝒇 −𝟐 = 𝟐 −𝟐 𝟑 − 𝟑 −𝟐 𝟐 − 𝟏𝟐 −𝟐 + 𝟓 = 𝟏

𝒇 𝟒 = 𝟐 𝟒 𝟑 − 𝟑 𝟒 𝟐 − 𝟏𝟐 𝟒 + 𝟓 = 𝟑𝟕

𝒇 𝟐 = 𝟐 𝟐 𝟑 − 𝟑 𝟐 𝟐 − 𝟏𝟐 𝟐 + 𝟓 = −𝟏𝟓

𝒇 −𝟏 = 𝟐 −𝟏 𝟑 − 𝟑 −𝟏 𝟐 − 𝟏𝟐 −𝟏 + 𝟓 = 𝟏𝟐

⇒

⇒

⇒

⇒

𝝐 [−𝟐, 𝟒]

𝝐 [−𝟐, 𝟒]

إيجاد قيمة قصوى مطلقة فى فترة مغلقة
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الحل

Q26 255 صفحة

𝒇: أوجد القيم القصوى المطلقة للدالة  𝒙 = 𝒙𝟒 − 𝟖𝒙𝟐 + [𝟏,𝟑−]فى الفترة 𝟐

𝒇 𝒙 = 𝒙𝟒 − 𝟖𝒙𝟐 + [𝟏,3−]فى الفترة 𝟐

𝒇′ 𝒙 = 𝟒𝒙𝟑 − 𝟏𝟔𝒙

:الأعداد الحرجة 

𝒇′ 𝒙 = 𝟎 𝒇′ 𝒙 = 𝟒𝒙𝟑 − 𝟏𝟔𝒙 = 𝟎

𝟒𝒙(𝒙𝟐 − 𝟒) = 𝟎

𝟒𝒙(𝒙 − 𝟐)(𝒙 + 𝟐) = 𝟎

𝒙 = 𝟐

𝒙 = −𝟏

𝑓القيمة الصغرى المطلقة للدالة هى 2 = −14

للدالةالحرجةالأعدادعندالقيموالنهايةنقاطعندالقيمقارن

𝒇القيمة العظمى المطلقة للدالة هى 𝟑 = 𝟏𝟏𝒙 = −𝟐

"نقاط النهاية"

⇒

𝒙 = 𝟑

𝒙"الأعداد الحرجة" = 𝟎

𝒙 = 𝟐

𝒇 −𝟏 = (−𝟏)𝟒−𝟖 −𝟏 𝟐 + 𝟐 = −𝟓

𝒇 𝟑 = (𝟑)𝟒−𝟖 𝟑 𝟐 + 𝟐 = 𝟏𝟏

𝒇 𝟎 = (𝟎)𝟒−𝟖 𝟎 𝟐 + 𝟐 = 𝟐

𝒇 𝟐 = (𝟐)𝟒−𝟖 𝟐 𝟐 + 𝟐 = −𝟏𝟒

⇒

⇒

⇒

⇒

𝝐 [−𝟏, 𝟑]

∉ [−𝟏, 3]

تمرين

𝒙 = 𝟎 𝝐 [−𝟏, 3]

قيمة عظمى

قيمة 
مطلقةصغرى

إيجاد قيمة قصوى مطلقة فى فترة مغلقة
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مثال

الحل

256 صفحة 3.12

𝒇  :أوجد القيم القصوى المطلقة للدالة  𝒙 = 𝟒𝒙𝟓/𝟒 − 𝟖𝒙𝟏/𝟒 [𝟎,𝟒]فى الفترة

𝒇 𝒙 = 𝟒𝒙𝟓/𝟒 − 𝟖𝒙𝟏/𝟒 [𝟎,𝟒]فى الفترة

𝒇′ 𝒙 = 𝟓𝒙𝟏/𝟒 − 𝟐𝒙−𝟑/𝟒

:الأعداد الحرجة 

𝒇′ 𝒙 = 𝟎 𝟓𝒙 − 𝟐 = 𝟎

𝒙 =
𝟐

𝟓
= 𝟎. 𝟒

𝒇′ 𝒙 غير معرف  

𝒙 = 𝟎

𝒇القيمة الصغرى المطلقة للدالة هى  𝟎.𝟒 ≈ −𝟓.𝟎𝟖𝟗𝟕

للدالةالحرجةالأعدادعندالقيموالنهايةنقاطعندالقيمقارن

𝒇القيمة العظمى المطلقة للدالة هى  𝟒 ≈ 𝟏𝟏.𝟑𝟏𝟑𝟕

𝒙𝟑/𝟒 = 𝟎

:نقاط النهاية 

⇒

𝒙 = 𝟒
:الأعداد الحرجة 

𝒙 = 𝟎. 𝟒

𝒇 𝟎 = 𝟒(𝟎)𝟓/𝟒 − 𝟖(𝟎)𝟏/𝟒= 𝟎

𝒇 𝟒 = 𝟒(𝟒)𝟓/𝟒 − 𝟖 𝟒
𝟏
𝟒 ≈ 𝟏𝟏. 𝟑𝟏𝟑𝟕

𝒇 𝟎. 𝟒 = 𝟒(𝟎)𝟓/𝟒 − 𝟖 𝟎
𝟏
𝟒 ≈ −𝟓. 𝟎𝟖𝟗𝟕

⇒

⇒

⇒

𝒇′ 𝒙 = 𝟓𝒙𝟏/𝟒 −
𝟐

𝒙𝟑/𝟒

𝒇′ 𝒙 =
𝟓𝒙 − 𝟐

𝒙𝟑/𝟒

⇒ 𝒇′ 𝒙 =
𝟓𝒙𝟏/𝟒 ∙ 𝒙𝟑/𝟒 − 𝟐

𝒙𝟑/𝟒

⇒

𝒙 = 𝟎

𝝐 [𝟎, 𝟒]

𝝐 [𝟎, 𝟒]

ريةإيجاد قيمة قصوى للدالة باستخدام أسس كس
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أهداف التعلم

.أوجد القيمة القصوى لدالة معطاة •
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الحل

Q27 258 صفحة

𝒇أوجد القيم القصوى المطلقة لـ  𝒙 = 𝒙𝟐/𝟑 𝟒−]فى الفترة, − 𝟐]

𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐/𝟑 𝟒−]فى الفترة, − 𝟐]

𝒇′ 𝒙 =
𝟐

𝟑
𝒙−

𝟏
𝟑

:الأعداد الحرجة 

𝒇′ 𝒙 ≠ 𝟎

𝒇′ 𝒙 غير مُعرفَّة 

𝒙 = 𝟎

𝒙 = −𝟒

𝒇هىالقيمة العظمى المطلقة للدالة  −𝟐 =
𝟑

𝟒 ≈ 𝟏.𝟓𝟗

للدالةالحرجةالأعدادعندالقيموالنهايةنقاطعندالقيمقارن

𝒇القيمة العظمى المطلقة للدالة هى −𝟒 =
𝟑

𝟏𝟔 ≈ 𝟐.𝟓𝟐

"نقاط النهاية"

⇒
𝒙 = −𝟐

𝒇 −𝟒 =
𝟑

(−𝟒)𝟐=
𝟑

𝟏𝟔 ≈ 𝟐. 𝟓𝟐

𝒇 −𝟐 =
𝟑

(−𝟐)𝟐=
𝟑

𝟒 ≈ 𝟏. 𝟓𝟗

⇒

⇒

∉ [−𝟒, −2]

مثال

⇒ 𝒇′ 𝒙 =
𝟐

𝟑𝟑 𝒙

𝟑𝟑 𝒙 = 𝟎

⇒

قيمة عظمى مطلقة

قيمة صغرى مطلقة

ةإيجاد القيم القصوى المطلقة فى فترة مغلق
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الحل

Q28 258 صفحة

𝒇أوجد القيم القصوى المطلقة لـ  𝒙 = 𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙 فى الفترة[𝟎,𝟐𝝅]

𝒇 𝒙 = 𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝒙  فى الفترة[𝟎,𝟐𝝅]

𝒇′(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒙

الأعداد الحرجة

𝒇′ 𝒙 = 𝟎

𝒙 =
𝝅

𝟒
+ 𝟐𝒏𝝅

𝒙 =
𝟓𝝅

𝟒
+ 𝟐𝒏𝝅

𝒙 = 𝟎

𝒇القيمة الصغرى المطلقة للدالة هى
𝟓𝝅

𝟒
= − 𝟐 ≈ −𝟏.𝟒𝟏

للدالةالحرجةالأعدادعندالقيموالنهايةنقاطعندالقيمقارن

𝒇القيمة العظمى المطلقة للدالة هى
𝝅

𝟒
= 𝟐 ≈ 𝟏.𝟒𝟏

:"نقاط النهاية "

⇒

𝒙 = 𝟐𝝅

𝒇 𝟎 = 𝒔𝒊𝒏 𝟎 + 𝒄𝒐𝒔 𝟎 = 𝟎 + 𝟏 = 𝟏

𝒇 𝟐𝝅 = 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝝅 + 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝝅 = 𝟎 + 𝟏 = 𝟏

⇒

⇒

𝝐 [𝟎, 𝟐𝝅]

تمرين

⇒ 𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒙 = 𝟎

𝒄𝒐𝒔𝒙 = 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒙 =
𝝅

𝟒
+ 𝒏𝝅

الأولالربع

الثالثالربع

𝒙 =
𝝅

𝟒

"الأعداد الحرجة" :

𝒙 =
𝝅

𝟒
𝒇

𝝅

𝟒
= 𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟒
+ 𝒄𝒐𝒔

𝝅

𝟒
=

𝟏

𝟐
+

𝟏

𝟐
= 𝟐 ≈ 𝟏. 𝟒𝟏⇒

𝒙 =
𝟓𝝅

𝟒

𝒙 =
𝟓𝝅

𝟒
𝒇

𝟓𝝅

𝟒
= 𝒔𝒊𝒏

𝟓𝝅

𝟒
+ 𝒄𝒐𝒔

𝟓𝝅

𝟒
= −

𝟏

𝟐
−

𝟏

𝟐
⇒

= − 𝟐 ≈ −𝟏. 𝟒𝟏

𝒏عدد صحيح

قيمة صغرى مطلقة

قيمة عظمى مطلقة

ةإيجاد القيم القصوى المطلقة فى فترة مغلق
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الحل

Q30 258 صفحة

𝒇أوجد القيم القصوى المطلقة لـ   𝒙 = 𝒙𝟐𝒆−𝟒𝒙 [𝟎,𝟒]فى الفترة

𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐𝒆−𝟒𝒙  [𝟎,4]فى الفترة

𝒇′ 𝒙 = 𝟐𝒙𝒆−𝟒𝒙 − 𝟒𝒙𝟐𝒆−𝟒𝒙

:الأعداد الحرجة 

𝒇′ 𝒙 = 𝟎

𝟐𝒙 = 𝟎 𝒆−𝟒𝒙 ≠ 𝟎

𝒙 = 𝟎

𝒇القيمة الصغرى المطلقة للدالة هى 𝟎 = 𝟎

للدالةالحرجةالأعدادعندالقيموالنهايةنقاطعندالقيمقارن

𝒇القيمة العظمى المطلقة للدالة هى
𝟏

𝟐
=

𝒆−𝟐

𝟒
≈ 𝟎.𝟎𝟑𝟑𝟖

:نقاط النهاية 

⇒ 𝒙 = 𝟒

𝒇 𝟎 = (𝟎)𝟐𝒆−𝟒(𝟎) = 𝟎(𝟏) = 𝟎

𝒇 𝟒 = (𝟒)𝟐𝒆−𝟒(𝟒) ≈ 𝟏. 𝟖 × 𝟏𝟎−𝟔

⇒

⇒

𝝐 [𝟎, 4]

تمرين 

⇒ 𝟐𝒙𝒆−𝟒𝒙 − 𝟒𝒙𝟐𝒆−𝟒𝒙 = 𝟎

𝟐𝒙𝒆−𝟒𝒙(𝟏 − 𝟐𝒙) = 𝟎

𝟏 − 𝟐𝒙 = 𝟎

الضربحاصلقاعدةباستخدام

𝒙 = 𝟎

:الأعداد الحرجة 

𝒙 =
𝟏

𝟐
𝒙 =

𝟏

𝟐
𝒇

𝟏

𝟐
=

𝟏

𝟐

𝟐

𝒆
−𝟒

𝟏
𝟐 =

𝒆−𝟐

𝟒
≈ 𝟎. 𝟎𝟑𝟑𝟖⇒𝒆−𝟒𝒙 > 𝟎

𝝐 [𝟎, 4]

ةإيجاد القيم القصوى المطلقة فى فترة مغلق
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مثال

الحل

256صفحة 3.13
𝒇أوجد القيم القصوى المطلقة لـ    𝒙 = 𝒙𝟑 − 𝟓𝒙 + 𝟑𝒔𝒊𝒏𝒙𝟐فى الفترة

[−𝟐,𝟐.𝟓]

𝒇 𝒙 = 𝒙𝟑 − 𝟓𝒙 + 𝟑𝒔𝒊𝒏𝒙𝟐 [𝟐,𝟐.𝟓−]فى الفترة

𝒇′ 𝒙 = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟓 + 𝟔𝒙𝒄𝒐𝒔𝒙𝟐

:الأعداد الحرجة 

𝒇′ 𝒙 = 𝟎 𝟑𝒙𝟐 − 𝟓 + 𝟔𝒙𝒄𝒐𝒔𝒙𝟐 = 𝟎

𝒙 ≈ 𝟎. 𝟔𝟕𝟒𝟒𝟕𝟏

𝒙 = −𝟐

𝒇القيمة الصغرى المطلقة للدالة هى 𝟐.𝟎𝟏𝟖𝟑𝟎𝟒 ≈ −𝟒.𝟑

للدالةالحرجةالأعدادعندالقيموالنهايةنقاطعندالقيمقارن

𝒇القيمة العظمى المطلقة للدالة هى −𝟏.𝟐𝟔𝟒𝟏𝟎𝟗 ≈ 𝟕.𝟑

𝒙 ≈ −𝟏. 𝟐𝟔𝟒𝟏𝟎𝟗

:نقاط النهاية 

⇒
𝒙 = 𝟐. 𝟓

:الأعداد الحرجة 

𝒙 ≈ −𝟏. 𝟐𝟔𝟒𝟏𝟎𝟗

𝒙 ≈ 𝟏. 𝟐𝟐𝟔𝟔𝟖𝟑

𝒇 −𝟐 = (−𝟐)𝟑−𝟓 −𝟐 + 𝟑𝒔𝒊𝒏 −𝟐 𝟐 ≈ −𝟎. 𝟑

𝒇 𝟐. 𝟓 = (−𝟐. 𝟓)𝟑−𝟓(−𝟐. 𝟓) + 𝟑𝒔𝒊𝒏(−𝟐. 𝟓)𝟐≈ 𝟑

𝒇 −𝟏. 𝟐𝟔𝟒𝟏𝟎𝟗 ≈ 𝟕. 𝟑

𝒇 𝟏. 𝟐𝟐𝟔𝟔𝟖𝟑 ≈ −𝟏. 𝟑

⇒

⇒

⇒

⇒

𝝐 [−𝟐, 2.5]

لا يوجد عملية جبرية  لحل هذه المعادلة

خمينات استخدم التمثيل البيانى ثم احسب المشتقة لتخمن ت
يجاد  ابتدائية مناسبة للأصفار أو استخدم طريقة نيوتن لإ

.أو استخدم حاسبتك مباشرة .الأصفار تقريبياً  

:الأعداد الحرجة 

𝒙 ≈ 𝟏. 𝟐𝟐𝟔𝟔𝟖𝟑

𝒙 ≈ 𝟐. 𝟎𝟏𝟖𝟑𝟎𝟒

𝒙 ≈ 𝟎. 𝟔𝟕𝟒𝟒𝟕𝟏

𝒙 ≈ 𝟐. 𝟎𝟏𝟖𝟑𝟎𝟒

𝒇 𝟎. 𝟔𝟕𝟒𝟒𝟕𝟏 ≈ −𝟏. 𝟕

𝒇 𝟐. 𝟎𝟏𝟖𝟑𝟎𝟒 ≈ −𝟒. 𝟑

⇒

⇒

≈ 𝟕. 𝟑

≈ −𝟒. 𝟑

إيجاد القيم القصوى مطلقة تقريبيا
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انى استخدم معرفتك بنوع التمثيل البي. أوجد كل الأعداد الحرجة يدوياً 

أو لا لتحديد هل العدد الحرج يمثل قيمة عظمى محلية أو قيمة صغرى محلية

.يمثل أياً منهما 

3.(a) 𝒇 𝒙 =  𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 − 𝟏 (b) 𝒇 𝒙 =  −𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟐 

 4.(a) 𝒇 𝒙 =  𝒙𝟑 − 𝟑𝒙 + 𝟏 (b) 𝒇 𝒙 = −𝒙𝟑 + 𝟔𝒙𝟐 + 𝟐 

أمكن ، استخدم تكنولوجياو إن. أوجد كل الأعداد الحرجة يدوياً 

ية أو التمثيل البيانى لتحديد هل العدد الحرج يمثل قيمة عظمى محل

.قيمة صغرى محلية أو لا يمثل أياً منهما 

  9.𝒇 𝒙 =  𝒙 ൗ𝟑
𝟒 − 𝟒𝒙 ൗ𝟏

𝟒                13. 𝒇 𝒙 =
𝒙𝟐−𝟐

𝒙+𝟐

11. 𝒇 𝒙 =  𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝟎, 𝟐𝝅     16. 𝒇 𝒙 =  𝒙𝒆−𝟐𝒙

ن الفترتين قدِّّ القيم القصوى المطلقة رقمياً للدالة المعطاة فى كل م

.المشار إليهما 

35. 𝒇 𝒙 = 𝒙𝟒  − 𝟑𝒙𝟑 + 𝟐𝒙 + [1,1-] (a)فى الفترتين  𝟏
[3,2-] (b)و

.أوجد القيم القصوى المطلقة لدالة محددة فى كل فترة مشار إليها 

25. 𝒇 𝒙 = 𝒙𝟑  − 𝟑𝒙 + فى الفترتين  𝟏 (a) و[0,2] (b) [-3,2]

33. 𝒇 𝒙 =
𝒙

𝒙𝟐+𝟏
(a)فى الفترتين   و[0,2] (b) [-3,3]

الواجب المنزلى

Pages: 258
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