
تعلُّم  فرص  وتؤمّن  يوميةّ،  حياتيةّ  مواقف  ياضياّت  الرِّ سلسلة  تطرح 

كثيرة. فهي تعزّز المهارات الأساسيةّ، والحسّ العدديّ، وحلّ المسائل، 

الشّفهيّ  التعّبير  مهارتيَِ  وتنميّ  والهندسة،  الجبر،  لدراسة  والجهوزيةّ 

الموادّ  مع  تتكامل  وهي  ياضيَّات.  الرِّ في  التفكير  ومهارات  والكتابيّ 

الدراسيةّ الأخرى فتكون جزءًا من ثقافة شاملة متماسكة تحفزّ الطلاّب 

على اختلاف قدراتهم وتشجّعهم على حبّ المعرفة.

تتكوّن السلسلة من:
كتاب الطالب  

كتاب المعلمّ   

كرّاسة التمارين  

كرّاسة التمارين مع الإجابات  
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اللجنة الإشرافية لدراسة ومواءمة سلسلة كتب الرياضيات

ا) أ. إبراهيم حسين القطان (رئيسً

أ. فتحية محمود أبو زورأ. حصة يونس محمد علي

الطبعة الثانية

١٤٣٦ - ١٤٣٧ هـ
٢٠١٥ - ٢٠١٦ م

وزارة التربية
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ر. نَ النّاشِ يَّة مِ ة خطّ وَافقَ وَسيلَة دُون مُ

الطبعة الأولى ٢٠١٣

الطبعة الثانية ٢٠١٥

لجنة دراسة ومواءمة كتب الرياضيات للصف الحادي عشر علمي

ا) أ. حسن نوح علي المهنا (رئيسً

    أ. مصطفى محمد شعبان         أ. حسين اليماني الشامي

 

    أ. شيخة فلاح مبارك الحجرف         أ. صديقة أحمد صالح الانصاري

أ. منى علي عيسى المسري
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The Real Numbers

  :  

        .         :   1

       

             Johannes Kepler    

.1618  1609  

.              :  2

.Data Show          :  3

:    4

.( )                a

         :         b

.       

                   c

.              

.                d

.              :  5

.Data Show         .         

 

    

1-11-21-3

10

مقدمة الوحدة

 Johannes Kepler) اشتهر عالم الفلك الألماني يوهانز كيبلر
1630 - 1571) بدراسة نظرية مركزية الشمس (الأرض 
 ،(Nicolas Copernic) تدور حول الشمس) لكوبرنيك

وخاصة لاكتشافه أن الكواكب لا تدور بشكل دائري حول 
الشمس بل وفق مسارٍ إهليليجي (على شكل قطع ناقص) 

فاكتشف العلاقات الرياضية الثلاث المسماة «قوانين كيبلر» 
التي تحدد حركة الكواكب على مدارها، و نشر القانونين 

الأولين سنة 1609، ثمّ ألحق بهما القانون الثالث سنة 1618. 
ارتكز نيوتن على هذه القوانين في وضع قانون الجاذبية.

القانون الأول: حركة الكواكب حول الشمس إهليليجية ( على 
شكل قطع ناقص) تكون الشمس في إحدى بؤرتيه.

الشمس

الكوكب

 

القانون الثاني: تختلف سرعة دوران كوكب حول الشمس 
بحيث تتساوى مساحة القطاعين المشكلين بين الشمس 

وأحد الكواكب خلال فترتين زمنيتين متساويتين.

الشمس

الكوكب

 

القانون الثالث: النسبة بين مربعّي فترتي دوران أي كوكبين هي 
نفسها النسبة بين القيمة التكعيبية للبعد المتوسط لكل منهما 

عن الشمس.

14
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التقرير
اعرض تقريرك أمام زملائك في غرفة الصف، وناقش 
معهم النتائج التي توصلت إليها، ثمّ أعد النظر ببعض 

الأفكار والاقتراحات والحسابات إذا رأيت ذلك 
ًّا. ضروري

سلّم التقييم
العرض في المشروع بكامله واضح- الجدول 

متكامل ويخلو من الأخطاء- الحسابات 
صحيحة. التقرير مفصل ومنظمّ ويعكس دقةً 

وجهدًا في العمل.

4

معظم العرض في المشروع واضح- بعض الأخطاء 
في الجدول- أخطاء طفيفة في الحسابات. التقرير 

مفصل ومنظمّ ولكن ينقصه بعض التفاصيل الصغيرة.
3

بعض العرض في المشروع واضح- أخطاء متكرّرة 
ومتعدّدة في الجدول وفي الحسابات- التقرير غير 

مفصل وغير منظمّ إجمالاً.
2

معظم عناصر المشروع ناقصة وبحاجة إلى إعادة. 1

مشروع الوحدة
لم يتعرف بعد الطالب «القطوع المخروطية» الناتجة عن 
تقاطع سطح مخروطي ومستوٍ بوضعيات مختلفة. يمكن 

للمعلم إعطاء فكرة سريعة عن هذه القطوع مدعمًا فكرته 
برسوم بيانية.

إجابات «أسئلة حول التطبيق»

(a)   القانون الأول: حركة الشمس حول الكواكب على 
شكل قطع ناقص تكون الشمس في إحدى بؤرتيه.

 

  القانون الثاني: تختلف سرعة دوران كوكب حول 
الشمس بحيث تتساوى مساحة القطاعين المشكلين 

بين الشمس وأحد الكواكب خلال فترتين زمنيتين 
متساويتين. 

  القانون الثالث: النسبة بين مربعي فترتي دوران كوكبين 
تساوي النسبة بين مكعب البعد المتوسط لكل منهما 

عن الشمس.
  (b)نبتونأورانوسزحلالمشتريالمريخالأرضالزهرةعطارد

البعد عن 
الشمس 
(106 km)

46 إلى 

69.8
108.21149.6227.947 778.341 4272 8694 496.7

الكتلة 
(بالنسبة إلى 

الأرض)
0.060.8210.11317.995.114.517.2

(km) 600 10040 60051 790120 790142 7506 10012 87012 4القطر

زمن الدوران 
حول 
الشمس

  87.9

يومًا

 224.7

يومًا

1 سنة
 =

 365.25

يومًا

11.86 سنة1.88 سنة
 29.46

سنة
84 سنة

 164.7
سنة

زمن الدوران 
حول نفسه

  58.6

يومًا

  243

يومًا

 1 يوم
 = 23.9

h

 1.025
يوم

 = 24.6
h

9.9 h10.7 h17.2 h16.05 h

1 :17 ، نلاحظ تساوي النسبتين.   (c)
تتنوّع أساليب العرض.   (d)
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1-1: الجذور والتعبيرات الجذرية

الأهداف   1

يختصر الجذور.• 
يضرب التعبيرات الجذرية ويقسمها.• 
يستخدم المرافق لتبسيط كسر إلى كسر مقامه عدد • 

نسبي.

المفردات والمفاهيم الجديدة   2

التعبيرات الجذرية - الجذر التربيعي - الجذر التكعيبي -
المرافق - دليل الجذر - المجذور - تحليل - عوامل أولية.

الأدوات والوسائل   3

آلة حاسبة - جهاز إسقاط (Data Show) - حاسوب.

التمهيد   4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:
(a) أوجد الجذر التربيعي لكل عدد مما يلي:

64, 121, 256, 200  
(b) أوجد الجذر التربيعي إلى أقرب جزء من مئة لكل عدد 

17, 182, 200 مما يلي باستخدام الآلة الحاسبة: 

(c) بسّط كلاًّ مما يلي:

5
125 , 

2
98 , 4 2

^ h , 4 2-^ h , 3 12# , 2 32#

التدريس   5

التعامل مع الجذور والتعبيرات الجذرية يحتاج إلى الكثير من 
الانتباه وتأنٍّ وخبرة، خاصة عند إجراء العمليات التي تحوي 

التعابير الجذرية.

x x2 = ركّز أولاً على أن: 

x x2! != وأن: 

25 5 5 52! !; ;= = =^ h أي أن: 

  

:   .      1

 12 m    a

....      

100 m2     b

...     

400 m2     c

...     

.(    )  

...     384 m2    d

...    12 m    e

...     512 m3   f

...     970 m3   g

 Roots and Radical Expressions    

5 5 252 2
= - =^ ^h h   

25     ,5 5+ -   
125     5   5 125

3
=^ h   

5 125
3

- = -^ h    
125-^ h     5-^ h  

:

  .          

,A x x 0! 2=   A x2
=      

  .       
     

      

21
11
01

  
Roots and Radical Expressions

1-1

 
• .  
• .   
• .   
•     

     
.

:  
•  

Square Root  
•  

Cubic Root  
•  

Radical Expressions  
• Radix   
• Radicand  
• Conjugate  
• Analyse  
•  

Prime Factors  

:

  
millimetre  mm
centimetre  cm
decimetre  dm
metre  m
decametre  dam
hectometre  hm
kilometre  km

:

    
.    2 

   x  :
x   

    
.   

12

:

a a1
=  

a 1
0
=   ,  0a !  

.   ( )6  
.   ( ):  

.    ( )d  

:

 
, , , ,n m a bZ R6 6! !  
,a b 0!  
a b a b

m m m
: :=^ h  

a a am n m n
: =

+  

a
a an

m
m n= -  

a am n m n
=

:^ h  

b
a

b
a

m

mm

=` j  

:

  

•     

 Whole Numbers 

.N

•    

.Z   Integers  
•    

 Rational Numbers  
.Q  

•     

 Irrational numbers  

Q  

•    

  Real Numbers

.R

Cubic Roots   

    3  B     A B3=   A B3
=   

.   B

x x x3 3 33
= =^ h   , x R6 !

:           
a  8-  b  125 c  24

375
-  d  0.064

:

83
-   8-^ h    a

 8 23 33- = -^ h    8-^ h 
 2= -  ,x x x R3 3 6 !=

1253   125    b

 125 53 33=     125 
 5=

c  24
375

8
125

2

5
2
5

2
53

3

3 3-
= - = - = - =

-3 33

^

^
a

h

h
k

d  .0 064 1000
64

10
4

10
4

10

43 3 3

3

3

= = = =
33

^

^
a

h

h
k

:            1

a  27-  b  64 c  .0 008-  d  216
343

Simplifying Radicals   

:           

  .            

.´    ª a b8 6 7   

  .´    ª 
2
5  :  .    

  .´    ª 
7
4  :  .    

  .         

.´    ª 3210  :  

13



17

25 5 5 52! ! ! ! != = =^ h ولكن: 
64 4 43= =3 3 ^ h من ناحية ثانية، فإن 

 64 4 43 3- = - =-3 ^ h ثم 
 ,x a a 0>!= x، فإن  a2 = وعلى العموم إذا كان: 
x، ولكن  a2 = أي يوجد قيمتان للمتغير x تحققان المعادلة 

x أي يوجد قيمة واحدة فقط تحقق  a= 3 x، فإن  a3 = إذا 
x a3 = المعادلة 

توسع في هذه المفاهيم من خلال المثال (1) وذلك بعرض 
أمثلة بديلة تساعد على تعميق هذه المعلومات.

في المثال (2)
تبسيط التعبيرات الجذرية تدخل ضمن إطار ما تقدم، والمهم 

هو إيجاد الربط بين أس المجذور ودليل الجذر فيصبح 
التبسيط عندها في غاية السهولة.

ع الطلاب دائمًا على كتابة أس المجذور بصورة  شجِّ
مضاعفات لدليل الجذر.

في الأمثلة (7 - 4)
تتناول العمليات التي يمكن القيام بها على التعابير الجذرية 
ألا وهي الجمع والطرح والضرب والقسمة، ومن ثم العودة 
إلى تبسيط هذه الجذور. شدّد على أن العمليات الأربع تتم 

بين التعابير الجذرية إذا كان لها الدليل نفسه. 

في المثال (8)
وضِّح للطلاب معنى المرافق والغاية من استخدامه. أخبرهم 
أن مرافق الجذر التربيعي هو نفسه الجذر التربيعي، أي أن مرافق 

a فنتخلص من الجذر  a a
2

# = ^ h ، لأن  a a هو 

a23 كي نتخلص من الجذر أي:  a3 هو ولكن مرافق 
a==a a a2 3# 33 3

 a b-^ h أما إذا كان يوجد تعبير جذريّ تربيعيّ، فإن مرافق
، وهذا يجعلنا  a b a b a b2 2- + = -^ ^h h ، لأن:  a b+^ h هو

أيضًا نتخلص من الجذر. وعلى العموم فإن عملية ضرب 
مقام الكسر في المرافق هي إجراء يهدف إلى التخلص من 

الجذر في مقام الكسر وبالتالي يساعد على تبسيط الكسر إذا 
أمكن ذلك.

:

x x2
=

:

:

x

x x

0 0

01

=

-

:

x

x x 02

= *

:

  
milligram  mg
centigram  cg
decigram  dg
gram  g
decagram  dag
hetogram  hg
kilogram  kg
ton  t

:  

    
      

.

 
V r3

4 3
=

=
V

r 4
33

:x         
a  x4 6   b  x x8 333

+

:
a  xx4 22

26 3
= ^ h      x4 6  

 x2 3 2
= ^ h  x y x yn n n: := ^ h

 x2 3
=  y y2

=

 
,

,

x

x

2

2

3

3=
-
)   

x

x

0

01

$

b  x x x x8 3 2 333 33 3
+ = +    8  

 x x2 333= +^ h  x y x yn nn
: := ^ h

 x x2 3= +  x x33 =

 x5=

:   y x        2

a  x y9 2 4  b  x x27 363 2
- +  c  x y8 6

  
 .      4    

 12       4    
     3    
      .     4

:   d     w    255 g  226 g
.(cm)  d (g)  w  .w d

2 3
3

=

.        a

.     b

:

 w226 2551 1    a

 
.

d
226 2 3 255

3

1 1  

 . .d519 8 586 531 1  2.3  

14

:

0R R
*
= - " ,

•     R-  
.  

•     R+  
.  

:

  a R!
-   

  a Rb  
. 4 Rb-

:

   
   

    
.

 . .d519 8 586 53 33 31 1    
 . .d8 04 8 371 1    

8.37cm  8.04cm       

. . cm3 8 37 25 11# =  :   b

:   =    

. . cm4 8 37 33 48# =

:            .w
d
2 3
3

=    3

a  85 g b  195.93 g c  177.19 g

 Adding and Subtracting Radical     
Expressions

       

.            

               
.  

   32   5 3  :  

   (x 0H ) x3-   x8  

 .     12   27  

:   

     3 5   3  

     (y 0H  x 0H ) y3-   x  

    
a  32 983 -  b  2 3 5 3753 3

+

c  18 50 27+ -  d  1 25028 54 23 3 3
+ -

15
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1-1
  

Roots and Radical Expressions

   A 

:       (1)

(a) 400  (b) 0016  (c) 104  (d) .0 01

(e) .0 25  (f) .0 0064  (g) 49
16-  (h) 50

2

(i) 147
12  (j) 36 25#  (k) 121

1-  (l) 75 300#

:     (2)

(a) 273  (b) 10003  (c) 643 -  (d) .0 1253

(e) 125
83  (f) 216 3433 #  (g) 24

3753
-  (h) 03

(i) 60 903 #

:          (3)

(a) x16 2  (b) . x0 25 6  (c) x y8 18

(d) 0  x,x8 3 $  (e)   , ,y xx
x y

0 025

3 5

2$  (f) ,x x x5 216 23 64 02 4 2+

(g) y125 63 -  (h) x81 23  (i) x y250 6 53 -

(j) x xy49 5623 33#  (k) , ,u v u v u v256 4 0 053 2 103' ! !

:         (4)

(a) 5 40#  (b) 4 803 3#  (c) 
270

640
3

3

(d) 5 5 15# +^ h (e) 3 2
2

-^ h  (f) 2 50 7# +^ h

(g) 5 2 11
2

+^ h  (h) .

4 10

3 6 10
3

8

#

#  (i) 3 16 4 54 1283 3 3- +

(j) 75 4 18 2 32- +  (k) 4 81 3 543 3-  (l) 18 123 3#- -

(m) 2 7 1 3 1 3 1
2

+ - - +^ ^ ^h h h

10

m2 7   m5 21      (5)

.    (a)  

 .    (b)  

:          (6)

(a) 4
21

27
7

#  (b) 
2

3
3  (c) 

3 3 2
4

-

(d) 
2 2 8

3 8

-

+  (e) 
4 3 5

5 5

-

+  (f) 
5 2

5 2
9 4 5

+

-
- -^ h

(g) 
3 32

2

2

2

-
-

+
 (h) 

2
1

2
3

2 3
-

-
 (i)  , ,x x

x
x

1
1

1
Zd !

-
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الربط   6

يوفرّ المثالان (9) ,(3) فرصة أمام الطلاب للتعرف على 
كيفية استخدام الجذور في مواقف حياتية.

أخطاء متوقعة ومعالجتها   7

قد يخطئ الطلاب في جمع التعابير الجبرية للجذور وطرحها، 

x y x y! != مثل: 

ساعدهم على تخطي ذلك بأمثلة حسيةّ مثل:

36 64 36 64!+ +

10 ≠ 14  

التقييم   8

ا متابعة عمل الطلاب في فقرات من المهم جدًّ
«حاول أن تحل» لمعرفة مدى قدرتهم على فهم العمليات 

على الجذور والتعبيرات الجذرية وتبسيطها واستخدام 
المرافق.
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:       5

 a  x50 4  b  x18 33

:      

 a  ,x x x5 40 03
# $  b  x y x y5 643 43 2 33#

:

 a  x x x x5 40 5 403 3
# = ^ ^ ^h h h  , ,x y x y x y0 0: : $ $=

 x200 4=  

 x10 22=  

 b  x y x y x y x y5 64 5 643 43 2 33 3 4 2 33# #= ^ ^h h  x y x y3 3 3: :=

 x y y x y5 43 3 3 2 33= ^ ^ ^ ^h h h h     

 x y y x y5 43 3 3 3 23 : : : : := ^ h   

 x y x y4 53 3 2 33 23#= ^ h  x y x y3 3 3: :=

 xy x y4 52 23=  x x33 =

:       6

 a  ,x x y x3 7 2 03 3 2
# $  b  x y x y4 343 23#

18

إجابات وحلول   9

«دعنا نفكر ونتناقش»
(a)144 m2

(b) 10 m
(c) 20 m
(d) 8 m
(e) 1728 m3

(f) 8 m
(g) c9.9 m

«حاول أن تحل»
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1-2 
Rational Exponents
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2-1: الأسس النسبية

الأهداف   1

ًّا في الصورة الجذرية.•  يكتب عددًا حقيقي
ًّا في الصورة الأسية.•  يكتب عددًا حقيقي
يتعرف التحويل بين الصورتين الجذرية والأسية.• 
يتعرف الجذر النوني للعدد وخواصه.• 
يضرب الجذور النونية ويقسمها.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة    2

الصورة الجذرية - الصورة الأسية - الجذر النوني.

الأدوات والوسائل    3

آلة حاسبة - جهاز إسقاط (Data Show) - حاسوب.

التمهيد    4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية :
2163 , 81- (a) أوجد ناتج كلّ مما يلي:  

x y128 5 9 , x y250 6 83 , x y72 2 (b) بسّط التعابير التالية: 5
(c) أوجد الناتج ثم  بسّط إذا أمكن:

• xy x y3 122 3 5#

• x y x y5 254 5 7 4#3 3

• 
x y

x y

2

162
5 6

7 9

 ,x y0 0! !^ h
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التدريس   5

يعتبر التحويل بين الجذور والأسس النسبية مهمًّا. سوف 
يستكشفه الطالب الآن في عمليات حسابية لتبسيط النتائج، 

كما أنه سوف يدرك أهميته لاحقًا في دراسات متقدمة.
شدّد أولاً للطلاب على فكرة العلاقة بين الجذر التربيعي 
والجذر التكعيبي والأسس وذلك من خلال التعامل مع 

المثال (1) ومع أمثلة بديلة.

اكتب على السبورة ما يلي:

a a2
1

= لكل عدد حقيقي a ≥ 0   فإن   

a 3
1

a=3 لكل عدد حقيقي a فإن 
ثم اطلب إليهم كتابة أمثلة متعددة تطبيقًا لهاتين العلاقتين.

في المثالين (3) , (2)
في خطوة متقدمة لتعميم ما ورد في المثال (1)،

اكتب الآن على السبورة ما يلي:
a am

m
2=

a am
m
3=3

اطلب إليهم كتابة أمثلة متعددة كتطبيق على هاتين العلاقتين.
دع الطلاب يلاحظون أن خواص الأسس النسبية مشابهة 

تمامًا لخواص الأسس الصحيحة التي تعلمها الطالب سابقًا.
ولكن تبقى الأهمية في استخدام العمليات الأربع على 

الأعداد النسبية. أي المقامات المشتركة عند الجمع 
والطرح.

في المثال (5)
استمع إلى أسئلتهم في التحويلات عند قسمة الأعداد 

النسبية.
أعط أمثلة بديلة تساعد الطلاب على فهم العمليات مع 

الجذور عندما تكون العلاقة مع الأسس النونية.

في المثال (6)
يتناول هذا المثال كيفية حل التمرين نفسه بطريقتين 

مختلفتين وذلك بالربط بين خواص الجذور وخواص 
الأسس.
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1

6
5

3
2

: ' 2^ h

:

 a  23 25
3

5 5
3

- = -^ ^h h  2 325
=

 2 5
15

-= ^ h  b bm n m n
=

:
^ h

 2 3= -^ h  

 8=-

 b  x x x2
1

6
5

3
2

: '^ h

  +
x x2
1
6
5

3
2

'= _ i  

  x x6
8

3
2

'= ^ h  
b
b

bn

m
m n

=
-  

  x x x6
8
3
2

6
4

3
2

= = =
-

:         5

 a  -

25 2
3

 b  32 5
4

-^ h  c  , ,
y
x x y

81
16 0 0

14 2
1

18 2$e o

.               ,x yn n    

  

:   ,x yn n  :  

1  x y x yn n n: :=

2  ,
y
x

y
x y 0n

n
n !=

3  x xmn m n= :  , x Rmn !

26

الربط    6

يوفرّ المثالان (7) , (4) فرصة أمام الطلاب ليتعرفوا كيفية 
الربط بين الجذور والأسس في موقف حياتي.

أخطاء متوقعة ومعالجتها    7

قد يخطئ الطلاب في تحويل الأسس على صورة أعداد 
نسبية إلى جذور نونية وبالعكس. ساعدهم على كتابة 

x عدة مرات وبأمثلة عددية. xmn n
m

= المساواة 
وقد يخطئ الطلاب أيضًا في عدم مراعاة شروط الجذر 

النوني.

التقييم    8

تابع الطلاب وهم يجيبون عن أسئلة فقرات
«حاول أن تحل» لتقف على أدائهم في التحويل بين الجذور 

والأسس.

اختبار سريع

1 بسّط ما يلي:

(a) 6254
1

         625 5=4

(b) 1287
1

         128 2=7

(c) 4 43
1

3
2

#      4 4 43
3

1= =

x على صورة جذر، ثم بسّط. 4
13

 , x 0$ 2 اكتب 

x x x13 3= 44  
x بالصورة الأسية. y3 46  ,  x 0$ 3 اكتب 

x y x y6
3

6
4

2
1

3
2

=  

26214443 4 بسّط:  

2 2 2 2 218 12
18

2
3

= = =12  
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14

:  x y3 36 +   ,x xy y x y4 22 2
- + = + =    (10)

a  2  b  23  c  63  d  2

 V 32
243

=  , P 27
32

=          V   P  .P V 5
7

   (11)
:

a  81
4  b  4 c  4

81  d  4
243

:   ,
x x

x x
x 0

3 28

63 54

:

:
2     (12)

a  x b  x
1  c  1 d  x

:      

 a  5 74 4
#  b  

2
16
3

3

 c  2564  d  ,x y x y Q3 3 3
1 1

!
-

+^ h8 B

:

 

 a  5 7 5 74 4 4# #=  x y x yn n n: :=

 354
=  

  5 7 354 4 4# =

 

 5 7 5 74 4 4
1

4
1

# #=  x xn n
1

=

 5 7 4
1

#= ^ h  x y x ym m m: :=^ h

 35 4
1

= ^ h  

 354
=  x xn n1

=

 

 b  
2

16
2

16
3

3
3

=  
y

x
y
x

y 0
n

n
n != ^ h

 83=  

 233
=    8 

 2=  x x33
=

  
2
16 23

3

=

 

 
2

16

2

16
3

3

3
1

3
1

=  x xn n
1

=  

 2
16 3

1

= ` j  ,y
x

y
x y 0n

n n
!= ` j

 83
1

=  

 83=  x xn n1
=

 2=  
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إجابات وحلول    9

«حاول أن تحل»
1    (a) 4

 (b) 2
 (c) 4
2  64 4 64 64 64 64 4 2563 4 #= = = =3 3^ h

3    (a) ,x y1 225 38^ ^h h

 (b) ,x y1 23
2

2
3

^ ^h h

. .
.

.v
2 3 14 1 7

4 9
0 27.

.

0 5

0 5

# #
.=

^ h
 4

السرعة الدورانية 0.27 دورة بالثانية.  

13

:         (6)

(a) x64 63  (b) 5 253 3
2 1
#

-  (c) 
8 4

8 32
8

23 4#

(d) 1024 2 210 66-  (e) 
64

32 16
6

2
1

3
1

#
-

^ ^h h  (f) 2 8 2 83 3- +^ ^h h

.   x4 5 #+^ h    x   (7)

.      V   P  PV 5
7
   (8)

P = 6, V = 32 :      

4 5 2
1

2
1

2
1

-5 5 4 5 5 20 25 15# # #= - = - =_ i  :      :   (9)

m 46 104
#=       .   . m0 036 4

3

 :   :   (10)

  B 

.     b       a   (1-5)  

(1) 
- -

16 234
3

5
3

=    a  b

(2) x x x2
1

4
3

3
2

' =    a  b

(3) - -

x x x2
1

3
1

6
1

: =    a  b

(4) ,x x x 04 2=    a  b

(5) 32 16 41
# =

-    a  b

.        (6-12)  

:  n4 24        n 02    (6)

a  n4 2 4
1

^ h  b  n2 2
1  c  n2 2

1
^ h  d  n2

:   
y

y

7

56

2 3
1

3
1

3
5

#

^ h

    y 02  :   (7)

a  y14  b  7
1

y c  y2  d  7 y
8

(8) x y2 44 2
=

- -
_ i  : ,x y0 0! !

a  x y1 2-  b  yx 2-  c  xy2  d  x y2 2-

(9) 
5

1

5

1
3 23

# =

a  5 2
1

-  b  1
5  c  5 2

1

 d  5 3
2



26

 

 c  256 256 4
14

= ^ h  x xn n
1

=

  256 4
1
2
1

= ^ h8 B  x x
1
n n=

  2564
1
2
1

=
#  x xm n m n

=
:

^ h

  2568
1

=  

  28 8
1

= ^ h    256 

  2=  x xm n m.n=^ h

 

 256 2564 2 4
=

#  x xmn n m
=

:

  288
=     256 

  2=  x xnn
=  (   n)

    256 24 =

 d  x y x y3 3 3
1 1

3 3 2
1 3
1 1

=

- -

^` ^`ch j h j m  x xn n
1

=

  xy 3 2
1 3
1 1

=

-

^^`
c

h h j m  a b a bm m m: :=^ h  :

  xy 2
3 3
1 1

=

-

^`c h j m  b bn m n m
=

:
^ h  :

  xy 3 2
1 3 1

= #

# -

^` h j

  xy 2
1 1

=
-

^` h j  

  xy 2
1

=
-

^ h

  
xy

1
2
1=

^ h

  
xy
1

=

  xy
xy

=      

:       6

 a  9 275 5
#  b  

3
243
3

3

 c  7293  d  ,x y4 34 12
:

-
^ h  x, y d Q+

28

 :      

(kg)     k1  k2  :  .g
d

k k6 67 10 11
2

1 2:
:

#= -
^ h

.(N)     g  m^ h      d

           
       1.23%     . kg5 98 1024#

.  183 1019#  N 

:

5.98 10 kgk 24
=1 ^ ^h h   ,  1.23% 5.98 10 kgk2

24
= ^ ^ ^h h h

 .g
d

k k6 67 10 11
2

1 2:
:

= -
^ ^h h

   .d g
k k6 67 102 11 1 2:
:

= -
^ ^h h

 ( . )
d g

k k6 67 10 1 2
11 : :

=
-^ h

 ( . ) . . .

183 10
6 67 10 5 98 10 0 0123 5 98 10

19

11 24 24

#
=

-
^ ^ ^ ^ ^ ^h h h h h h

 ( ) . ..
d

5 98 0 0123 10
183

6 67 182

=
^ ^ ^h h h

. m126 616 735 4c

.  . m126 616 735 4      

  .  kg2 1030^ ^h h            (7)     7
. N53 2 1023^ ^h h   
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5    (a) 5
5
13
3=-

 (b)   16

 (c)   
y
x

9
4

9

7

#

6    (a)  3 3 32 3# =5 5

 (b)  81 3 3= 33

 (c) 729 729 3= =63 2#

 (d) 1
x y x y

x y
4
12

4
3 12

3 9
3 9# #= =

- -
- -` j

7  
53.2

6.67
10

10 2 10 5.98 10
d 23

11 30 24

#

# # # # #
=

-

المسافة بين الأرض والشمس:

.d km1 225 107
#. 1.225 أو  10 md 10#.
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:  

.    %  

a   x2 3 2 6+ - =         b   x6 1 3=+ -  :       
:

a  x2 3 62 =+ -   

 x3 2 4=-

x3 2-        
   x3 02 $-    

 xx 3
23 2 & H$

   ,x 3
2
3! j8

 x3 42
2 2

- =^ h    2   

 x3 2 16- =  xx
2
=^ h

 x 6=  

   ,3
2

6 3! + k:     

{6}     

b   x6 31+ - =   

 x 31- = -   
.  3-   x 1-       =   

a   x5 4 07+ - =        b   x 2 09- + =    :        1

              
      (   )    
.             

  m
n       x bn

m
=       

n
m   

x xn
m m

n

=^ h  :    m  

x xn
m m

n

=^ h  :    m  

.       :
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1-3 
Solving Equations

  

a 7 4 3= +  :  1

2 3
2

+^ h  :  a  

a     b  

x 7 4 32
= +  :     c  

1         2

y 7 342
= -  :     

. 7 5
2

-^ h   a  3

x 12 3522
= -  :   b  

Radical Equations    :

  (   )           
.   

:

x3 10+ =   

( )x 2 12
1

- =   

x3 1+ =    

:      

.       :  

   :  

                  -
.          

.              -

.         :  

.       :  

 
• .   
•.   

:  
•  

Radical Equation  
• 

Exponential Equation  
•     

Quadratic Polynomial 
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3-1:  حل المعادلات

1    الأهداف

يحل معادلات جذرية.• 
يحل معادلات أسية.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة    2

معادلة جذرية - معادلة أسية - كثيرة حدود من الدرجة 
الثانية.

الأدوات والوسائل    3

آلة حاسبة - جهاز إسقاط (Data Show) - حاسوب.

التمهيد    4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:
,x x5 376 اكتب بالصورة الأسية ما يلي:   (a)

اكتب بالصورة الجذرية ما يلي:  (b)

x 5
6
 , x5

3
 , x4

3
 

حل المعادلات الآتية:   (c)
x5 2 0- =

x x3 282 - =

x 1 32 - =

أكمل الفراغ في كل مما يلي:   (d)

7 2

4
4

=-

( )2 0 4- =

9
4

2

4
4

= f p
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x2 502 3
2

- =^ h  :   

:

 x2 502 3
2

- =^ h

 x 2 253
2

- =^ h  

 x 2 253
2
2
3

2
3

- =^` h j  2
3      

 x 252 3=-    m   x xn
m m

n

=^ h

 x 2 5 1256
- = =

   x 2 125- =   x 2 125- = -  x b x b(= =^   x b= - h

 x 127=   x 123= -

,12 1273- =" ,   

:    2

 a  2 54x 3 2
3

+ =^ h  b  04x1 5
2

- - =^ h

.        (   )     

5 3x x+ =-  :   

:

 3 5x x- + =   

 x x3 5= --

:    x  

 ,x x3 0 5 0$ $- -

 ,x x3 5$ $

 3 5
   x 5$

   ,x 5 3! h6

32

:

    x 4=

.(   )

x x3 5
2 2- -=^ ^h h  2     

 x x3 5 2- -= ^ h  x0 #    x x
2
=^ h

 x xx3 10 252
- - +=  

 x x11 28 02
- + =  

 x x4 7 0- - =^ ^h h  
 x 4 0- =     x 07- =  b 0=   a 0=    a b 0: =

 x 4=      x 7=

 ,4 5 3g h6  , ,7 5 3! h6

7 =" ,     

x x5 1 3- + =  :    3

              
.   

a   x x8 2 4 16 0- - =         b  x x 42 0+ - =         :     

:
a   x x8 2 4 16 0- - =   

 x x8 2 4 16= -    
x4 16 0$-   ,  x8 0$  :    x  

 x 4$  , x 0$  

0 4
   x 4$

   ,x 4 3! h6

x x8 2 4 16
2 2
= -^ ^h h    

x x8 4 4 16= -^ h ,x x x 0
2

$=^ h

x x2 4 16= -  4  
x x2 16 8&= =

 ,8 4 3! h6

8 =" ,     
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التدريس    5

يعتبر هذا الدرس خطوة أولى في رحلة طويلة أمام الطلاب، 
حيث يقدم مسائل بسيطة لحل معادلات تتضمن جذورًا 

ومعادلات تتضمن أسسًا. والمهم أن يفهم الطلاب أن 
المعادلات الجذرية يمكن أن يكون لها حلول دخيلة.

شدّد للطلاب على هذه الفكرة وذلك من خلال استخدام 
أمثلة بديلة متعددة.

أخبرهم أن الحلول الدخيلة تكون عادة ناتجة عن 
المعادلات التي تتضمن جذورًا حيث الدليل هو عدد 

زوجي، أما في المعادلات التي تتضمن جذورًا حيث الدليل 
هو عدد فردي فلا نتحدث عن حلول دخيلة.

في المثال (1)
ًّا يوجد حل واحد مقبول  حيث المعادلة تتضمن جذرًا تربيعي

في المعادلة بعد أن تمّ عزل الجذر التربيعي وتحديد شرط 
الحل، ثم رفع المعادلة إلى التربيع.

ًّا عن هذه الإشكالية، حيث إن: 3- ≠ 3  أعطهم مثلاً حسي
ولكن 2(3) = 2(3-).

في المثال (2)
ًّا  ا، بحيث يكون عددًا نسبي إذا كانت المعادلة تتضمن أسًّ

n فمن الضروري رفع طرفي المعادلة إلى الأس
m على صورة 

m  بعد عزل تعبير الأس. أعط أمثلة بديلة لحل معادلات 
n

n في الحالتين:
m ًّا على الصورة  ا عددًا نسبي تتضمن أسًّ

ــ أولاً، m عدد زوجي. 
ــ ثانياً، m عدد فرديّ.

في المثال (3)
من المهم أولاً تحديد قيمة المتغير في تعبير المجذور، إذا 
ًّا وذلك كي يكون لدينا عددًا  كان دليل الجذر عددًا زوجي
ًّا، ويمكن التحقق من الإجابات التي نحصل عليها  حقيقي

للتأكد من انتمائه لمجموعة التعويض (شرط الحل).
أعط أمثلة بديلة للتأكد من فهم الطلاب لهذه الفكرة 

عن الحلول الدخيلة في المعادلة. فمثلاً المعادلة: 

x, يوجد لها  1 3! h6 x التي شرط حلها  x5 1+ = -

.x 4= x أو  1= - حلان: 
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:  

   
     
    
     
     

.  
 :

    
     t
   

.y 0 63t
=

b  x x2 4 0+ - =

 x x2 4= - -

:      

 x x2 4 0 2(- = =   x x0 0(= =

     x     

=     

:       4
a  x x5 2 9 0- + =  b  x x3 07 21- + - =

    ( )      
(s)   : f  f c

m2=  :   
.( ) c 20=  (kg)   m

f s4=       

:
 f c

m2=

 c
m f

2=

 m
20 2

4
=  

 m
20 4

16
2=    

 .m 8 1.    

.  8.1kg    

  f  f
l2 10=  :   ( )       5

.(m)    l (s)  

.2 s      

Exponential Equations    :
2 32x

=  , 3 243x- =-^ h  , 2
1

5
y

=` j   :
.   

:       

34

x = -1 ,0 غير مقبولة، لأن: 1b ^ ولكن @

x (التعبير من جهة اليسار) 5 1 5 4 2+ = - + = =

x (التعبير من جهة اليمين) 1 1 1 2- = - - = -

-2 ≠ 2
.x = 7 فلها حل واحد هو x 2 3+ = أما المعادلة: 

في المثال (6)
في حلول المعادلات الأسية يجب دائمًا لفت انتباه الطالب 

إلى إيجاد معادلة لها الأساس نفسه، وعند ذلك يمكن استنتاج 
.d = c فإن ،a ad c= أن الأسس متساوية أي عندما تكون

في المثال (7)
يمكن أيضًا وضع أمثلة بديلة أمام الطلاب للتأكد من أنهم قادرون 

على تحليل الأساس إلى عوامل متساوية.

الربط    6

يمثل المثال (5)، حالة ربط بين الأس والجذر لإيجاد إجابة 
عن حالة حياتية.

أخطاء متوقعة ومعالجتها    7

قد يخطئ الطلاب في كتابة أساسات متساوية لحل معادلة 
أسية. ساعدهم من خلال إعطائهم أمثلة متعددة عن تحليل 

بعض الأساسات لإيجاد المشترك في ما بينها.
وقد يخطئ الطلاب أيضًا في إيجاد شرط الحل فساعدهم في 

إعطائهم أمثلة متعددة لإيجاد تقاطع فترات مختلفة.

التقييم    8

تابع الطلاب وهم يتعاملون مع فقرات «حاول أن تحل» للتأكد 
من أنهم قادرون على تخطي بعض الإشكاليات في هذا 

الدرس.
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Solving Equations

   A 

:      (1)

(a) x3 3 15+ =  (b) x 3 5+ =  (c) x 5 43
2

+ =^ h  (d) 1 2 25x 2
3

+ - =^ h

(e) x3 4 2 0- - =  (f) x2 2 4 164
3

+ =^ h  (g) x5 3 4 32
3

- + =^ h

.       m.424 75 3      :  (a)  (2)

.(    d   d
6

3
#

=    : )     
  m  K m V#=  :      K    :    (b)  
       .     V    

183 m/min  1.48 m3/min 

:      (3)

(a) x x11 3 2 0+ - =  (b) x x13 3 5+ - =  (c) x x3 5 3- - = +

(d) x x3 12
1

+ - =^ h  (e) x x 168 2
1

2+ = +^ h  (f) xx 2 010 5 25- - =

(g) x x3 2 2 7 02
1

2
1

+ - + =^ ^h h  (h) x x19 2
1

2
1

- + =^ h  (i) x2 3 3 54
3

+ - =^ h

(j) x2 1 4 363
4

- + =^ h  (k) -

x x3 2 8 3 22
1

2
1

+ = +^ ^h h  (l) x x2 31 23
1

3
1

+ = +^ ^h h

(m) x x2 1 13
1

6
1

- = +^ ^h h  (6      : ) (n) x x 05 5 22
1

4
1

+ - - =^ ^h h

.    x  S
x

2
3 3 2

=  :       :  (4)

x

x

2
3x

 S   x    (a)  
            (b)  

.       .    200 cm2 

.    m150 3     (5)
.    x, y  (6)

x y x xy y2 2
- + +^ ^h h :   (a)  

.      
3 2

1
3 3-

      (b)  

1-3
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, ,a 1 0 1b -" ,    a 
  n m

m n=   a am n
=   

.1 0 -1     a      

.     
17 ≠ 18  117 = 118

3 ≠ 13  (-1)13 = (-1)3

3 ≠ 4  04 = 03

:        

 a  2 64x =  b  .2
1 0 5

x

=` j  c  4
3

27
64x

=` `j j

:

 a  2 64x
=

 2 26x
=    64 

 x 6=

6 =" ,     

 b  2 0.5
1 x
=` j

 2
1

2
1x

=` j  .0 5 2
1

=

 2
1

2
1x 1

=` `j j

   x 1=  n m=   a an m
=   

1 =" ,     

 c  4
3

27
64x

=` `j j

 4
3

3
4x

3

3

=` j  4 643
=   3 273

=

 4
3

3
4x 3

=` `j j  y
x

y
x

n

n n

=c `m j  , y 0!

 4
3

4
3x 3

=
-

` `j j  y
x

x
yn n

=
-

` `j j  , x 0!  , y 0!

   x 3= -

3- =" ,     
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اختبار سريع

أوجد مجموعة الحل لكل معادلة مما يلي:
(a) x5 7 2- =3

 x = 3

(b) x x4 5 4- + = +  , x4 4
5

# #-` j 

x = -1      أو      x = -11  غير مقبول
(c) ,x x5 1+ = -   x 1$

x = -1 أو غير مقبول    x = 4  مقبول
(d) x-

5 125
x2 4
=

+

x 1= x = 3      أو      

9  إجابات وحلول

«دعنا نفكّر ونتناقش»
1   (a) 

( )

7 4 3

2 3

2 3!

+

+

+

         (b)
         (c)

2   y 2 3!= -^ h 

3   (a) 12 2 35

7 5

-

-!^ h         (b)

«حاول أن تحل»
1   (a) x 9=

 (b) x!φ
2   (a) x 6=   

  (b) x 31=- x  أو   33=

3  
;

;

x x

x x
x

3 0 3

5 1 0 5
1

3&

H H

$ $
$

-

-
4   

 

1x = الحلول: غير مقبول   
x 10= مقبول    

4   (a) x 3=    (b) x 7=16

:       (7)

(a) 12552 3x
=

-  (b) 3 11x
=

+  (c) 3 35 9x2
=

+

(d) 1
3

9
x x5

2

2

=
-  (e) 4 2x x=  (f) .2

1
0 25

n

=a k

(g) 5 125 5x
=  (h) 5 13x x2

=
-  (i) 3 2 027 1x x

- - =^ ^h h

(j) 5
2

8
1251x x

=
-

a ak k

  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  3" ,  7 13 x
=

-    (1)

a  b  0" ,  x x1 1- = -    (2)

a  b  x 3 2=   x9 323 + =    (3)

a  b  2 32
14x2

=
-    x 1= -  (4)

a  b  R-  25 52
1

1 2|x| x
=

-
+    (5)

:        (6-10)  

:  x x 020 5
1

2
- =_ i    (6)

a  0" , b  R+ c  R- d  R

:  x x2 23 - = -    (7)

a  2" , b  ,1 2" , c  , ,1 2 3" , d  ,2 3" ,

:  x x2 2 323 3+ = -    (8)

a  ,1 2
1

-& 0 b  2
1

& 0 c  ,1 2
1

-
-

& 0 d  ,1 2
1

& 0

:  x x2
=    (9)

a  , ,1 0 1-" , b  ,0 1" , c  0" , d  1" ,

:  x  9
1

32 x
1x

=
-

+
a k    (10)

a  2-  b  2 c  4-  d  4
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5  1ml c

6  (a) ; x3 3 5x 5= =

 (b) =,4
1

128
1

2
1

2
1x x2 7

=` ` `j j j

    , .x x2 7 2
7

3 5= = =

 (c) ; x3
2

3
2

4
x 4

= =-
-

` `j j

7  (a) 5 5 ; 4 0 ; 2x x4 0 2x2
!= - = =

-

 (b) ,x x x5 4 0 12 + + = =- x = -4 أو 

 (c) ; ,x x2 2 9 3x 4 5 22
!= = =-

:

 ab 0=   
.b 0=   a 0=

:

a 1
0
=   a 0!

:      6

 a  3 243x
=         b  4

1
128
1x

=` j         c  3
2

16
81x

=` j

.      

:        

 a  3 27x 12

=
-  b  7 49

1x x32

=
-  c  6 1x2 8

=
-

:

 a  3 27x 12

=
-

 3 3x 1 32

=-     27 

 x 1 32
- =  m n=   a am n

=   

 x 42
=  

 x 2=     x 2= -   

2"  2- =,      

 b  7 49
1x x32

=
-

 7
7
1
2

x x32 =-     49 

 7 7x x3 22

=
- -  x x

1n
n=-  , x 0!

 x x3 2 02
- + =  m n=   a am n

=   

 x x1 2 0- - =^ ^h h  

 x 1 0- =   x 2 0- =

  x 2=   x 1=

2"  1 =,    

 c  6 1x2 8
=

-

 6 6x2 8 0=-

 x2 8 0- =

 x 4=

4 =" ,    

:       7

 a  5 1x 42

=
-  b  3 81

1x x52

=
+  c  2 32x 42

=-

36
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A
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C
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x
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:  

.              

.   :  

.x         

x3 =  

.   :  

.    

.    AB
.    AB

.CB = x AC = g :  C   ABC     AB
AC   AB  a

.D    ACD
  AC x x x22 2 2 2= + =^ h

 AC x 2=

ABC   AB  b

C    ABC
  AB AC BC2 2 2

= +^ ^ ^h h h

AB x x x2 32 2 2 2
= + =^ h

  AB x 3=

:     c

R
x

2
3

=
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:    d

r3
4 3  :   

 .
x

3
4

3 14 2
3

3

= ^ ch m

 . x
8 3

4 3 14 3 33

=
^ ^

^ ^

h h

h h

 . x1 57 3 3
.

:        :  

. .
x

x1 57 3 2 72
13

3
#

=
^ h                    :  

 

 
  

    :    

1 : 2.72  

 

 

 h r2# # =   
.   h=  

.      r=
 .       x   

.       

x

x

x   
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إجابة «مسألة إضافية»
d x x2 2= + طول قطر الأسطوانة: 

x 2=  

x
r 2

2
= طول نصف قطر الأسطوانة:  

V
x

x

V
x

2
2

2

1

2

1

3

#π

π

=

=

c m حجم الأسطوانة:  

V x2
3= حجم المكعب:  

 .
V
V

1
1 57

2 2

1.
π

= =  
حجم الأسطوانة

حجم المكعب
 

 المرشد لحل المسائل
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  , , , , ,m n a b a b 0Z R6 6! !^ h

 .a b a b

a a a

a a

b
a

b
a

b b

b
b

b

1

n n n

m n m n
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  ,x x x x2 2
= =^ h

  ,A x x A x02
( !H= =

  ,x x x xR 3 3 336 ! = =^ h

  ,x y x y x y 0R: : ,6 !=
+

" ,

  ,y
x

y
x

x y R6 != +

  ,x y x y x y R3 3 3: : 6 !=

  , ,y
x

y
x

x y y 0R R3
3

3

6 6 !! !=

:     a, b   

a    a  

a b-    a b+  
   xn   

:  n 12    n   m    x      

  x xn n1
=

  x xn
m

n m
=

   n   
x

x

x
nn = )    n   
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17

  

:       (1)

(a) x121 90  (b) y64 813 -  (c) y32 255

(d) . x0 0081 60  (e) x y16 36 96  (f) 8 24 3 8+^ h

(g) x x y2 5 3 283 3 2
#  , x 0$^ ,   y ) (h) 

2

32

(i) x x2 423 3#

:           (2)

(a) 
5 2 3 5 2 3

1
+ -^ ^h h

 (b) 
4 7 5

5
+

(c) 
2 3 5

2 10

-

+  (d) 
3 2

2 8

- -

- +

:      (3)

(a) 64 3
2

 (b) 1.5
25  (c) 2

1
2
1

6 12#

(d) 81  0.25-  (e) 8 2 2 75 5 12# - +  (f) 
3 2

2

3 2

2

-
-

+

x 6 2 5 6 2 5= - - +    x  (4)

x2   (a)  

2-   x    (b)  

:        (5)

(a) x 7
5

 (b)  , yy 09
2

!-  (c) x
25^ h

(d) 6443  (e) 2 3 5 34#  (f)  , xx x 03 23# $

(g) 2 3 33 4'  (h) 5 10 2 10 104 3# #  (i) 2 3 86'

:      (6)

(a) y8 3 6 3
2

- - -
^ h  (b)  , y

y
x

0
81
16

18

14 2
1

!d n

(c) -

 , xx 0
2 3

1
2
1

2__ ii  (d) 
-

 , ,x y
x y

0 0
6
3

4
3

3
1

2
1

:
2 2

x y:

18

:      
1 2

1
2

-^ h
     :   (7)

 
1 2

1
1 22

2

-
= -

-

^
^

h
h

 1 2
22= -

-- ^ h

 1
2

1
2= -

^ h

 1 2
1

= -

 2
1

=

    

:      (8)

(a) x5 7 8+ =  (b) x x2+ =  (c) x4 23 3 2- - =

(d) x x2 1 11 0+ - + =  (e) x x 5 2- - =    (      : )

(f) x x3 9 2 4- = +

   m  V m8=  :          V  :  (9)
V   m   .

x x32
-^ h   x

3 1
2

=
-

   (10)

:      (11)

(a) 2 512x2

=  (b) 2

164x x
=

-
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:         (1)

(a) 3433 -  (b) 8100004  (c) 34 8
_ i

(d) 65614-  (e) .0 000015 -  (f) 9 3 2 4 1 3
2 2

- - -^ ^h h

(g) 
36 45
27 45

5 4

2 3

#

#
-

- -

 (h) 
6 3

12 18
52

3 2

#

#
--

-

:     (2)

(a) 4 4 8 2 13 44 3 63
- - - +^ ^h h  (b) 32 3 3 85 6+ -_ ^i h (c) 

13

13 13
3

23

2
1

#

:      (3)

(a)   , ,x y
x y

x y
0 0

27

8
2 12

9 3 3
2
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16

8
3

4
1

: 2 $
-
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1

3
1

6
1

6
1

::+ - + +^ _h i (d)  , x
x

x x
0

3

23

2
1

#
2

A    ABC  (4)

AN AM2 3 2 3 1= + = -  

B

A
N C

M

 //MN BC MB 1=  

(a) CN  (b) MN  :  

:               (5)

(a) 
3 2 5

2 6

+ -
 (b) 

3 2
1

3 3-
 (c)   , ,x x

x
1

1
Z

2
1

2
1

d !
+ +

x 1-

.   x x# -    x   (6)

16 2 8 2 8# #= - - = - -^ ^h h    :   (7)

x32 1.0 8
# =   x   (8)

:     (9)

(a) 
x

x
b

a a b

2

2 1
-

d n  (b) 
3 2 3

2 3 8 3
x x

x x

1

2

#

# #
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-
+
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, ,x yx y 0 02
1

3
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# !$_ i

:      (10)

(a) x
. .0 01 0 000001=^ h  (b) 2

2
2x 3 3

2
1

=
+^ h

 (c) x3 9 2 16 0x2
- - =^ ^h h

(d) 3 10 3 9 0x x2
#- + =^ h  ( y3x

=   : ) (e) 4 9 2 8 0x x1 1
#- + =

- -



The Real Functions الوحدة الثانية: الدوال الحقيقية 
قُسمت الدروس في هذه الوحدة إلى أجزاء.

1 - 2: مجال الدالة 

جزء 1: العلاقة والدالة.  

جزء 2: مجال الدالة.  

2 - 2: الدوال التربيعية ونمذجتها

جزء 1: الدوال التربيعية.  

جزء 2: نمذجة البيانات.  

3 - 2:  الدوال التربيعية والقطوع المكافئة

جزء 1: القطوع المكافئة التي تمثل دوال تربيعية.  

جزء 2: معادلات بعض القطوع المكافئة بدلالة إحداثيات رؤوسها وخواصها.  

4 - 2: مقارنة بين صورة معادلة الدالة التربيعية بدلالة إحداثيات رأس المنحنى والصورة العامة

5 - 2: المعكوسات ودوال الجذر التربيعي

جزء 1: معكوس العلاقة ومعكوس الدالة الخطية.  

جزء 2: دوال الجذر التربيعي.  

6 - 2: حل المتباينات
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مقدمة الوحدة
   :  

      .             :    1
         :             
         .       10  1       

.  10          (1)   

    :           :  2

               
.  

        :  9.3 mm   :  :   3
.     

:    4

                a

.      

         .              b

         .         .   

205 175 170 150 140 ( g )  

1.1 2 2.4 3.2 3.6 (cm)   
 

  5 m        .       .          c

.    .          .  

.          .            d

  .                  :   5

.          
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The Real Functions

42

يتمحور محتوى هذه الوحدة حول جزء من الدوال 
الحقيقية، حيث سيكون التركيز على مجال التعريف ببعض 
الدوال الحقيقية بمداها، وبصورة خاصة بالدوال التربيعية 

ورسومها البيانية لذا سنتوقف لدراسة القطع المكافئ 
والتعرف على بعض خصائصه.

أوضح جاليليو أن جميع المقذوفات تأخذ مسارًا منتظمًا 
على شكل قطع مكافئ (⋂)، وهذا يعود إلى انتظام عجلة 

الجاذبية للأرض. كما أن للقطوع المكافئة تطبيقات 
حياتية متنوعة في مرايا السيارات، ومصابيحها الأمامية، 

وفي الصواريخ البالستية، وفي تركيز الإنارة والصوت في 
الملاعب، وفي التليسكوبات العاكسة، وأطباق الأقمار 

الاصطناعية، وفي أجهزة الرادارات. وسوف يرى الطالب 
في مرحلة لاحقة عدة معادلات للقطع المكافئ تجعل 
رسمه البياني مفتوحًا نحو أحد الاتجاهات المعروفة، 

وباختصار فإن أي دالة في x، على أن تكون كثيرة حدود 
من الدرجة الثانية، نحصل منها على رسم بياني هو قطع 

مكافئ.

وبصورة عامة، فإن القطع المكافئ هو منحنى يعرّف 
بالمعادلة غير القابلة للاختزال كما يلي:

b ac42
= ax، حيث  bxy cy dx ey f 02 2

+ + + + + =

والمعروف، أن دالة القطع المكافئ أو الدالة التربيعية قد 
ساهمت كثيرًا في إيجاد حلول لمسائل اقتصادية ومالية 

وحياتية تتطلب تحقيق قيم عظمى أو قيم صغرى.

مسألة للتفكير

.At ABC مثلث قائم الزاوية 
,cm cmAB AC8 6= =

 AD x x0 61 1= ^ h بحيث إن ،AC نقطة متحركة على D

x
BF

ED

C

A

AFED مستطيل. 

 ، ( )f x (a)  أثبت أن مساحة المستطيل هي دالة تربيعية 
( )f x x x3

4
82

= - + بحيث إن: 

أكمل الجدول التالي:  (b)

( )cmx

( )cmf x 2

؟ ( )f x (c)  ما قيمة x التي تحقق قيمة عظمى للدالة 

  وما أبعاد المستطيل إذا ما تحققت المساحة 
العظمى؟
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مشروع الوحدة

حفّز الطلاب على إجراء بحث واسع ومستفيض عن 
رياضة القوس والنشاب ليتعرفوا أكثر على شروطها وكيفية 

التعامل معها. أخبرهم أن هذه الرياضة تتطلب تركيزًا 
وأعصاباً قوية وهادئة ودقة في التصويب.

شجعهم على تجميع نتائج مباريات القوس والنشاب التي 
جرت في دورات الأولمبياد العالمية.

اطلب إليهم تكوين جداول مشابهة للجدول الموجود في 
مشروع الوحدة، ثم كتابة دالة تربيعية باستخدام ثلاث قيم.

ركّز معهم على فكرة أن الرسم البياني لن يمر بالنقاط كلها 
الموجودة على الجدول بل إن معظمها سيكون قريباً منه.

إجابات «أسئلة حول التطبيق»

تحقق من عمل الطلاب.  (a)

نموذج تربيعي.  (b)

تحقق من عمل الطلاب.  (c)

تحقق من عمل الطلاب.  (d)

التقرير

اكتب تقريرًا يبينّ أهمية التركيز في استخدام القوس 
والنشاب. اعرض رسومك البيانية وحساباتك أمام زملائك 
في غرفة الصف، وناقشهم بالنتائج التي توصلت إليها، ثم 

ًّا. أعد النظر ببعضها إذا كان ذلك ضروري

سلّم التقييم
الرسومات دقيقة - الحسابات صحيحة - 
ا - التقرير مفصل  تقديم المشروع جيد جدًّ

وواضح.

4

معظم الرسومات دقيقة - أخطاء قليلة في 
الحسابات - تقديم المشروع جيد - معظم 

التقرير مفصل وواضح.

3

بعض الرسومات دقيقة - أخطاء متعددة في 
الحسابات - تقديم المشروع مقبول - نقاط 

كثيرة في التقرير غامضة.

2

معظم عناصر المشروع غير كاملة. 1



38

a

1
2
3
4
5

X Y

r
1
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0
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X Y
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1
4
9
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1
2
3
4
5

X Y

r
3

d

1
2
3
4

2
3
4

X Y

r
4

:

{1, 2, 3, 4, 6} =  1   a

{1, 2, 3, 4, 5} =   
{2, 3, 4, 5} =  

r
1
 = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5)} :  2

.         6      r
1
   3

{1, 2, 3, 4, 5} =  1   b

{0, 1, 2, 3} =   
{2} =  

r
2
 = {(1, 2), (2, 2), (3, 2), (4, 2), (5, 2)} :  2  

.                 r
2
   3  

{1, 2, 3, 4, 5} =  1   c

{1, 4, 9, 16, 25} =   
{1 4, 9, 16, 25} =  

r
3
 = {(1, 1), (2, 4), (3, 9), (4, 16), (5, 25)} :  2  

.                r
3
   3

{1, 2, 3, 4} =  1  d

{2, 3, 4} =   
{2, 3, 4} =  
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مجال الدالة   :2-1

الأهداف  1

يتعرف متى تمثل العلاقة دالة.• 

يتعرف مجال الدالة.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

العلاقة - المجال - المجال المقابل - المدى - الدالة - 

اختبار المستقيم الرأسي - أصفار المقام.

الأدوات والوسائل  3

جهاز إسقاط (Data show) - حاسوب.

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

حل كل معادلة مما يلي:  (a)
(1) x2 5 0- =

(2) x 9 02
- =

(3) x x7 12 02
- + =

حل كل متباينة مما يلي:  (b)
(1) x3 12 0$-  (2) x4 8 0$- +

أوجد قيم المتغير x حيث يكون الجذر التربيعي معرفاً.  (c)
(1) x3 6-   (2) x2 5- +

أوجد قيم المتغير x حيث يكون الجذر التكعيبي معرفاً.  (d)
(1) x 53 -    (2) x3 43 - +

أوجد مجموعة حل النظام التالي:  (e)
x

x

3 6 0

2 10 0

$

$

-

- +
(

التدريس  5

يعتبر تعريف مجال الدالة، ومجالها المقابل، ومداها من 
الشروط الأساسية لدراسة الدالة وخصائصها وميزاتها. 

وهذا يشابه كثيرًا تركيز الأساس عند بناء البيوت والقلاع 
والأبراج. 
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:  

     - {4}

/{4} 

Domain of the function   
          ( )y f x=  :    
     y        D  x 

.D  

:      
a  f x x2 1= +^ h  b  g x x x3 12

= + +^ h

c  x xt 3 4= -^ h  d  x x
xh 4

2
=

-
+

^ h

e  u x x2 13
= +^ h  f  v x x

x
2

3 4
-
-

=^ h

:

      x         f  a

.     f      y

.  g     a       g  b

               c

 .         x    t   
 :  

x x3 4 0 3
4

( $$-

,x 3
4

d 3j8  ,3
4
3k:   t    

( ) ( )
( )

h x d x
n x

=  :   d

 d      n   (  )   h  
.    

( )d x 0=  :    

x x4 0 4(- = =   :

.4      h   

 /{4} h=     

.(- , 4)  (4, ) 

              e

.           
 u    

( )v x d x
n x

=
^

^

h

h  :   f

.     d  ,3
4
3j8    n     v 
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r
4
 = {(1, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 4), (4, 3)} :  2

.        3       r
4
 3

   ( )               
.       

:   

.                  

:                  

a

x

y

 

b

 

x

y c

 

x

y

:

.                     a

.               b

 .              c

:                  1

a

x

y b

x

y
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في المثال التوضيحي(1) سوف يوضح الفرق بين العلاقة والدالة، 
حيث تساعد المخططات السهمية كثيرًا على إبراز هذا الفرق، 

وتوفر للطلاب فرصة للتعرف على مجال العلاقة (الدالة) أو 
المجموعة الابتدائية أو مجموعة الانطلاق ثم المجال المقابل 

أو مجموعة الوصول وبعد ذلك المدى وهو الجزء من المجال 
المقابل.

في المثال (1)

يساعد كثيرًا اختبار المستقيم الرأسي على تحديد ما إذا كان 
بيان علاقة ما يمثل دالة أم لا. قدّم للطلاب أمثلة بيانية متعددة عن 
المستقيم ليلاحظوا أن التقاطع بين المستقيم الرأسي وبيان العلاقة 

يجب أن يكون على الأكثر نقطة واحدة كي يكون هذا البيان 
لدالة.

في المثال التوضيحي (2) والمثال (2)
يعالجان معًا مجال دوال من أنواع متعددة سوف تكون ركائز 

للطالب خلال دراسته المستقبلية إن كان لجهة الدوال الحدودية 
أو النسبية، أو لجهة الدوال الجذرية (تربيعية أو تكعيبية أو ...).

ناقش معهم بشكل خاص حلول الأمثلة التالية:
c حيث إن المقام  d-^ h (2) ثم مثال d f-^ h (2) مثال توضيحي

يجب أن لا يساوي صفرًا.

الربط  6

 . ,AC AB7 24= = نأخذ المثلث ABC قائم الزاوية A، حيث:
.AD x= AB نقطة D بحيث إن  نأخذ على 

.ADEF نكمل المستطيل
. ( )f x أوجد مساحة ADEF بدلالة x ، حدّد مجال هذه المساحة 

,  AD FE xED x24
7

24= - = =^ h الحل: 

DA

F E
C

B

         ( )f x x x24
7

72
=

-
+ وبالتالي: 

x0 241 1 مجال هذه الدالة: 

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في تحديد الشروط لتعريف مجال الدالة 
النسبية (الدالة الكسرية) التي تتضمن جذورًا في البسط أو في 

المقام، ومن ثم إيجاد حلول لنظام متباينات.
اعرض أمثلة متعددة تساعد الطلاب على تخطي هذه الأخطاء.
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20

2-1
 

Domain of the Function

   A 

.                   (1-6)  

(1) y

x

(2) y

x

(3) y

x

(4) y

x

(5) y

x

(6) y

x

:       (7-16)  

(7) ( )f x x x2
1

12 2
= - + -  (8) ( )g x x3 7 2= - +

(9) ( )t x x
x
1

2 3
=

-

- +  (10) ( )h x x
x

3 1
5 2= -

-
-

(11) ( )u x x7 53= -  (12) ( )v x
x

x
3

2 1
=

+

-

(13) ( )h x
x

x
5 2 1

2
=

+ -

-  (14) ( )u x
x

x
25 9

4 33
2=

-

+ -

(15) ( )v x x x1
3

1
2

2=
+

-
-

 (16) ( )w x x x2 2 323= - -^ h

{2} =   
.   v(x)     x     v   

{2}  ,3
4
3j8             

 ,3
4
3j8 /{2} = v   

,3
4 2j8   (2, ) 

:       

.R          1

.     R          2

.R      ( )f x x=    3

. ( )g x 0$           n  ( ) ( )f x g xn=    4

.g      n  ( ) ( )f x g xn=    5

.h, g         ±f x g x h x=^ ^ ^h h h   6

.h   g  f=    

.h, g         .f x g x h x=^ ^ ^h h h   7

.h   g  f=    

. h x 0^^ h h   h, g         f x h x
g x

=^
^

^
h

h

h    8

.   /(h   g ) f=    

:      
a  f x x x x2 4 2 63

= - - -^ h  b  g x x x x8 22 2 -= +^ ^h h

c  h x
x

x1
12

3

=
-

+
^ h  d  x

x
u 4

-
=^ h

:
 ( )a x x2 6= -   ,   ( )b x x x2 43= -   :    a

 ( ) ( ) ( )f x b x a x= -   
.         b 

x x2 6 0 3(H H-   :    a 
 [3, )      :  a 

b   a  f=    
 [3, )      : f   

 = [3, ) 
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التقييم  8

راقب الطلاب وهم يتعاملون مع فقرات «حاول أن تحل». 
لتتأكد من حسن أدائهم في معالجة تعريف مجال الدالة.

اختبار سريع

حدّد مجال كل دالة مما يلي:
(a) ( )f x x x2 4 523

= - +

R كثيرة حدود مجالها   
(b) ( )f x x4 7= - +

,;x 4
7

4 7 0 3$- + -` B :مجالها  

(c) ( )f x x
x

5
3

=
-

-

3 0 ; 5 ; 3 ,5 5,x x j 3!$- ^h h6 مجالها:   

(d) ( )f x
x
x

2
=

- +

,;x 22 0 32- + -^ h :مجالها  

(e) ( )f x
x x

x
5 4

3
2=

- +

-

 x x ; ,5 4 0 1 4R2 !- + - " مجالها: ,  
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 ( )p x x8 2= -     ,    ( )m x x x2 2
+=    :    b

g(x) = m(x) . p(x) :

.         m  

x x8 2 0 4(H G-     p  

(- , 4]  p  

 (- , 4] :g   

= (- , 4]

 ( ) ( )r x x q x x1 12 3= =- +   h x r x
q x

=^
^

^
h

h

h  :    c

.          q  

{-1 ,1}         r 

.   /(r   q ) = h 

:h   

 (   )-{1-, 1} = -{-1, 1}

 t x x= -^ h , s x 4=^ h   u x t x
s x

=^
^

^
h

h

h  :    d

.        s  

-x ≥ 0 (  x ≤ 0  .            t  

x   (- , 0]  

{0}    

.   /(t   s ) = u  

:u    

c  (- , 0]m - {0} = (- , 0)

:       2

a  f x x
x2 5

41 =
+
-

^ h  b  f x x xx4 4 92
3 2= - - + -^ h

c  f x
x

x5 4
43 2=

-

+
^ h  d  f x x

x x5
4

2
3

=
-

^ h
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إجابات وحلول  9

«حاول أن تحل»

(a)  يقطع المستقيم الرأسي البيان المرسوم على   1

الأكثر بنقطة واحدة فقط، لذا فالبيان يمثل دالة.

(b)  يقطع المستقيم الرأسي البيان المرسوم بنقطتين،   
لذا فالبيان لا يمكن أن يمثل دالة.

2  (a) / 4R " , 
 (b) ; ; ,x x x9 0 9 9d 3$ $- h6

 (c) ; ; ,
x

x
x

5 4 0

4 0 4
5

4
5

2 3
!

$
#

-

+
-a D(

 (d) ; , ,x x0 0 0d ,3 3! -^ ^h h

21

  B 

.     b       a   (1-5)  

a   b    R   ( )f x x 2 2
= -^ h    (1)

a   b    ,3 3h6   ( )f x
x2 6
3
-

=    (2)

a   b    ,03-^ @  ( )f x x= -    (3)

a   b    ,3 3- h6   ( )f x
x

x1
32= +    (4)

a   b    R   ( )f x x 2= -    (5)

.        (6-11)  

:        (6)

a y

x

b y

x

c y

x

d y

x

:  ( )f x
x x

x
2 1

1
2

2

=
+ +

-    (7)

a  R  b  / 1R " , c  / ,1 1R -" , d  / 1R -" ,

:  ( )f x x
x2

=    (8)

a  / 0R " , b  ,0 3h6  c  , 03-^ h d  ,0 3^ h

:  ( )f x
x x
x 1

=
-

-    (9)

a  / 1R " , b  / ,0 1R " , c  0R - " , d  , /0 13^ h " ,

:  ( )f x
x

x
1 1

=
+ -

    (10)

a  ,0 3^ h b  ,1 3h6  c  ,1 3-^ h d  , /1 03- h6 " ,

:  f g:     . ( ) , : , , ( )f x x x g g x x2 2 R 2
"= - =6 @   (11)

a  ,2 2-6 @ b  , 206 @

c  , 20^ h d      
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:   

f  :     

f x ax b= +^ h  

y ax b= +  

a   a  ≠  0  

    b  
.   

y

x

   a 0=  
    by =

.  

y

x

y = b

Quadratic Functions   

 ª              

.   ´

:        

f(x) = ax2 + bx + c,   , , ,a b c a 0R !!

       

 ( )          

             

.´parabolaª     

       x
b
a2

-
=      

.  

y

-2

-2
-3

-4

-1
-1

1

1

2

2

3

x

 

:        
 f(x) = 3x2 - 5x - 2

 A(1, -4)

 B(2, 0)

 C(0, 2)

 D(-3, 40)

         (2)        
.(1)  
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Quadratic Functions  
•  

General Form  
•    

Quadratic Term  
• ( )  

Constant Term  
•  

Linear Function  
•  

Domain of the Function 

 2-2  
Quadratic Functions and their Modelling

 ������ ���
.       

      .    
  .        
        

.  

       :

´0ª      

.       

          
.  

         :
10 s        .
        

.   

       ´0ª    1
.      

.      a  2
 .        b  

    
         3

d
b

d

t

c

a
d

t t

 

  

(ml)

 

(s)

0
10

20

30
40

... ...  
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الدوال التربيعية ونمذجتها  :2-2

الأهداف  1

يتعرف الدوال التربيعية واستخداماتها.• 

يقدّر متى يستخدم النموذج الخطي أو النموذج • 
التربيعي.

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

الدوال التربيعية - دالة خطية - الصورة العامة - حد من 
الدرجة الثانية - حد مطلق (ثابت) - مجال الدالة.

الأدوات والوسائل  3

عبوة بلاستيكية سعتها لتران - شريط لاصق - مسمار - 
مسطرة - ساعة رقمية - مياه - وعاء أو حوض - ورق 

رسم بياني - آلة حاسبة علمية.

التمهيد  4

عينّ على المستوى الإحداثي النقاط التالية:  (a)

, , , , , , ,3 1 1 0 1 1 3 2- - -^ ^ ^ ^h h h h  

  اسأل الطلاب: هل تقع جميع هذه النقاط على مستقيم 
واحد؟ اشرح.

عينّ على المستوى الإحداثي النقاط التالية:  (b)

, , , , , , ,2 0 1 1 2 2 7 3- -^ ^ ^ ^h h h h  

  اسأل الطلاب: هل تقع جميع هذه النقاط على مستقيم 
واحد؟ اشرح.

(c)  اسأل الطلاب: ما هي معادلة الخط المستقيم؟ كيف 
توجد ميل الخط المستقيم الذي يمر بنقطتين على 

المستوى الإحداثي؟



43

   
:  3    3

    
    

.    

    
    
   
     
  .   
    

.   

     
    
     
     

.  

.    ( ) ( )f x x x3 4 2= - +^ h  :     

:
:    

f(x) = (3x - 4)(x + 2)

( ) 3 6 4 8f x x x x2= + - -   

( ) 3 2 8f x x x2
= + -    

(   ) 3x2         
.     

.         1
a  ( ) 2 ( 3)f x x x= -  b  ( ) ( 2)(2 1)f x x x= - +

c  ( ) (2 3) 4 7f x x x x2 2
= + - -  d  ( ) 3( 4 ) 3 4f x x x x2 2-= - +

Modelling Data   

             
.               .

   x             
.      3  

7 6 5 4 3 2 (x)  
21 15 10 6 3 1 (y)   

.       x , y     a

.  20   10        b

:

( )f x ax bx c2
= + +  :     a

:    (2, 1) ,(3, 3) ,(4, 6)   

a b c

a b c

a b c

1 4 2

3 9 3

6 16 4

= + +

= + +

= + +

*

       1
 2
 3
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التدريس  5

تعرف الطالب سابقًا بيانات كثيرة، ووجد أن تمثيلها 
ًّا مستقيمًا ومعادلته من الدرجة  البياني يكون إما خط
ًّا منكسرًا ومعادلته من  y وإما خط ax b= + الأولى: 

الدرجة الأولى، وتتضمن قيمة مطلقة على المتغير أو على 
التعبير بكامله.

ولكن يوجد بيانات كثيرة تكون نمذجتها بدوال من 
الدرجة الثانية أو الثالثة أو أكثر، وتمثل جميع قيم هذه 

البيانات.

في هذا الدرس، سوف يتعرف الطالب على بيانات يمكن 
نمذجتها بدوال تربيعية ومعادلتها:

( ) ( )f x ax bx c a 02 != + +

في المثال (2)

يتضمن الجدول قيمًا، والمطلوب نمذجة هذه البيانات 
بدالة تربيعية، لذا نختار 3 قيم لإيجاد الثوابت a , b , c في 

الدالة التربيعية. وهكذا نحصل على الدالة التربيعية.

أكّد للطلاب أنه يجب أن تكون بقية القيم على منحنى 
هذه الدالة أو أن تحقق المعادلة.

في نشاط إثرائي

يبينّ الجدول نتائج ممكنة لاختبار مشابه لاختبار فقرة 
«عمل تعاوني».

اطلب إلى الطلاب استخدام ورق رسم بياني لتعيين النقاط 
كلها في مستوى إحداثي، ثم رسم منحنى الدالة التي 

. سوف  .( ) .f t t t0 00625 19 5 1202
= - + حصلنا عليها: 

يتأكدون من أن بقية النقاط موجودة على المنحنى.

:  3   2    2   1  

a b

a b

2 5

3 7

= +

= +
'

 4

 5

a a2 1 2
1

(= =  :  5   4  

2 = 5 ^ 2
1  + b         b = - 2

1     : a 2
1

=   4   

: ,a b2
1

2
1

= =-   1   

1 = 4 2
1

` j + 2 2
1

-` j + c  

1 = 2 - 1 + c
c = 0
a 2

1
=  ,  b 2

1
=-  ,  c 0=

 ( )f x x x2
1

2
12

= -    :     

:f (10)   (10)       b

 (10) 2
1

(10) 2
1

(10)f 2
= -  

f (10) = 50 - 5 = 45  
.    10     45   

 :f (20)  
(20) 2

1
(20) 2

1
(20)f 2

= -  

f (20) = 200 - 10 = 190  
.    20     190   

.           2

7 6 5 4 (x)  

14 9 5 2 (y)   

.       x, y     a

. 15     10         a      b

53
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22

  

Quadratic Functions and their Modelling

   A 

       (1-8)  

(1) y x 4= +

(2) ( )f x x 72
= -

(3) y x3 41 2
= - +^ h

(4) ( )x xr 7= -

(5) ( )f x x2
1

4 10= +^ h

(6) y x x3 2= -^ h

(7) ( )( )y x x x2 1 2 4 2 2
= + - + -

(8) ( )x xy 3 7 9 492 2
= + - -^ h

              :   (9)

.        (10-12)  
(10) x -1 0 1 2 3

( )f x 4 -3 -6 -5 0

(11) x -1 0 1 2 3

( )f x -1 0 3 8 15

(12) x -1 0 1 2 3

( )f x 17 20 17 8 -7

2-2

الربط  6

يحقق كل من النشاطين الإثرائيين ص 54 وص 55 في 
كتاب الطالب الربط بين بيانات من الحياة الواقعية وكيفية 

نمذجتها إلى دوال تربيعية تساعد على إيجاد توقعات.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في كتابة الإحداثي السيني لرأس 
المنحنى.

.x a
b

2=
- أكّد على حفظ 

x هو  a
b

2=
- أشر إلى أن المستقيم الرأسي الذي معادلته 

محور تماثل لبيان الدالة التربيعية.

التقييم  8

تابع الطلاب باهتمام وهم يتعاملون مع فقرات
«حاول أن تحل»، لأنها سوف تعطيك فكرة واضحة عن 

تفاعل الطلاب مع مفاهيم هذا الدرس ومهاراته.

 

   
.    

Mode   

  8   
 

5: EQN :  

  4   
.

:  
2: a

n
x + b

n
y  + c

n
z = d

n

:    
1

2

3
 >a

  b  c  d  H
     

:   

ax by cz d+ + =

     
 y    =   x  
  =   z   =  

. =    d 

     
.

  =     
(  ) x 

  =     
(  ) y 

  =     
(  ) z 

(  )   

   t  ´  ª          

.(ml)     y (s)  

   
t 4 8 12 16 20 24 28 32
y 112.3 104.8 97.5 90.4 83.5 76.8 70.3 64

.       a

.36 s         b

:

f t at bt c2
= + +^ h  ,     y = f(t)  :    a

.    3   

. ( ) ( )a b c112 3 4 42#= + +   (4, 112.3) 

. ( ) ( )a b c97 5 12 122= + +  (12, 97.5) 

. ( ) ( )a b c83 5 20 202= + +   (20, 83.5) 

.

.

.

a b c

a b c

a b c

16 4 112 3

144 12 97 5

400 20 83 5

+ + =

+ + =

+ + =

*
 :    

 .a 160
1 0 00625= =  .b 20

39 1 95=- =-  c 120=   :     

 f t t t160
1

20
39 1202 - +=^ h  

 
. .f t t t0 00625 1 95 1202

= - +^ h
  

   (8  ,  104.8)   

( ) ( ) . ( ) .f 8 160
1 8 1 95 8 120 104 82 {=+= -

.         

( ) ( ) ( )

. .

.

f 36 160
1 36 20

39 36 120

8 1 70 2 120

57 9

2
= - +

= - +

=

  :  b

58cm     

54
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(  )   

     .        .     3 m       
.(m)  x     (m)  y

 

x 0.6 1 1.2 1.3 1.6 2 2.6 3
y 4.44 4.92 5.016 5.028 4.92 4.44 3 1.56

          
.   x , y 

:

( ) , ( )f x ax bx c y f x2= + + =  :   

(a, b, c)    3  .          ( , )x y    8  

. ( . ) ( . )a b c4 44 0 6 0 62= + +  (0.6, 4.44) 

. ( ) ( )a b c4 92 1 12= + +  (1, 4.92) 

. ( . ) ( . )a b c5 016 1 2 1 22= + +  (1.2, 5.016) 

. . .

.

. . .

a b c

a b c

a b c

0 36 0 6 4 44

4 92

1 44 1 2 5 016

+ + =

+ + =

+ + =

*

 :    

. , . ,a b c1 2 3 12 3=- = =   :       

( ) . .f x x x1 2 3 12 32=- + +

.     (x , f (x))   

:(1.3, 5.028) :   :

 5.028 =?  -1.2(1.3)2 + 3.12(1.3) + 3

 5.028 =?  -1.2 ^ 1.69 + 3.12 ^ 1.3 + 3

 5.028 = 5.028

.   (1.3, 5.028)  

.         

 

.                

x -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 3 4
y 10 6.25 3 0.25 -2 -3.75 -5 -6 -5
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اختبار سريع

أي من هذه الدوال التالية تنمذج النقاط في الجدول 
(c) التالي: 

x -1 0 1 2

( )f x 10- 7- 0 11

(a) ( )f x x 112
= -

(b) x( )f x x 2 72
= + -

(c) ( )f x x x2 5 72
= + -

(d) ( )f x x x2 5 72
= + +

إجابات وحلول  9

«عمل تعاوني»

تحقق من عمل الطلاب.  3  - 1

«نشاط»
, ; , , ,A B D1 4 2 0 3 40- -^ ^ ^h h h

«حاول أن تحل»
1  (a)  ( )f x x x2 62

= - (تربيعية)  
 (b) ( )f x x x2 3 22

= - - (تربيعية)  
 (c) ( )f x x5 9= + (خطية)  
 (d) ( )f x x12 4= - + (خطية)  
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2  (a) y ax bx c2
= + +

  ( ) ( )a b c2 4 42
= + +

  a b c9 6 62
= + +^ ^h h

  a b c5 5 52
= + +^ ^h h

, , ba c 0 2
3

2
1

=
-

= = نحصل على:   

y x x2
1

2
32

= - فتكون:   

(b)  إذا كان عدد الأضلاع 10، فيكون عدد الأقطار   
35 إذا كان عدد الأضلاع 15، فيكون عدد 

الأقطار 90.

«تدريب إثرائي»
y x x6 32

= - +

تحقق من بقية قيم x في الجدول:
x y1 1 6 1 3 102

&= - = - - - + =^ ^h h

. . . .x y0 5 0 5 6 0 5 3 6 252
&= - = - - - + =^ ^h h

x y0 0 6 0 3 32
&= = - + =^ ^h h

. . . .x y0 5 0 5 6 0 5 3 2502
&= = - + =^ ^h h

x y 6 31 1 1 22
&= = - + = -^ ^h h

. . . .x y1 5 1 5 6 1 5 3 3 752
&= = - + = -^ ^h h

x y2 2 6 2 3 52
&= = - + = -^ ^h h

x y3 3 6 3 3 62
&= = - + = -^ ^h h

x y4 4 6 4 3 52
&= = - + = -^ ^h h

23

  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b    .      ( )f x kx x 32
= + -  , k Zd   (1)

a  b    .    ( )f x x x
x

+=   (2)

a  b   ( )f x x x3 2 6= +^ ^h h  :     A(1, 6)  (3)

a  b    .    y x x x1 1 2
= - - -^ ^h h  (4)

a  b    .    ( )f x x2
= -   (5)

.        (6-10)  

:    -3       (6)

a  y x x3 1 3= + - -^ ^h h b  y x x3 32
= - +

c  ( ) x xf x 3 3= - -^ ^h h d  y x x3 3 92
= - + +

:        (7)

a  y x x1 2= - -^ ^h h b  y x x2 32
= + -

c  y x x3 2
= -  d  ( )y x x x 32

= - + -

( )f x x x3 5 12
= - +          (8)

a  (3, 12) b  ,1 1- -^ h c  (2, 3) d  (-2, 22)

:   a    ( )f x a x a x4 2 52 2
= - - - +^ ^h h    (9)

a  R  b  ,2 2R - -" , c  2R - " , d  2R - -" ,

:     x, y     (10)

x -1 1 2
y -1 3 8

a  ( )f x x x 12
= + +  b  ( )f x x x2 12

= + -

c  ( )f x x x2 22
= - + +  d  ( )f x x x22

= +
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Quadratic Functions and Parabolas

   A 

           .          (1-4)  
.       

(1) F(3, 2) (2) F(8, -12) (3) H(-6, -2) (4) G(-2, 5)

.         (5-10)  

(5)

x

y

3

3-1-3

(0, 4)
(1, 3)

1

1

(6)

x

y

3

32-1-3 -2

(2, 1)1

1

(7)
 

x

y

3 5
-1

-2

-4

1

(8)

x

y

1 32-1-2

(-2, 0)

-4

(9)

x

y

-2

x = 1

-2

2

42

(10)

x

y
4

2

2-2
-2

-5

(-2, 4)(-4, 4)

(-3, -2)

2-3

2-3

 
•      

.    
• .    
•      

.  

 
• Parabola   
•   

Vertex of the Parabola
•  

Axis of Symmetry  

   
Quadratic Functions and Parabolas

x

y50
40
30
20
10

 ������ ���
   ( )     
        

.      ( )

         1
     (cm) 

 

:     2

0.35 50xy 2
= - +  

       x    
y     y 

2  1        3

                
.          

     

 Parabolas Representing Quadratic Functions 

  (  )      
       
        
        
       
        
        

.     

     )       ( )  
            (   
             

.      x
1
  x = x

1
     

y x

x

y x2
=-  y x2

=  

2

2

2-2

-2

-2

 

 

y

56

3-2:  الدوال التربيعية والقطوع 
المكافئة

الأهداف  1

يوجد القيمة الصغرى أوالقيمة العظمى لدالة تربيعية.• 

يوجد معادلة محور التماثل.• 

يرسم القطع المكافئ بدلالة إحداثيات رأسه.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

قطع مكافئ - رأس القطع المكافئ - محور التماثل.

الأدوات والوسائل  3

مسطرة - آلة حاسبة - ورق رسم بياني - جهاز إسقاط 
(Data Show) - حاسوب .

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

.ax bx c2
+ + x2 على صورة:  5 2

-^ h اكتب التعبير   (a)

.ax bx c2
+ + x3 على صورة:  2 2

+^ h اكتب التعبير   (b)

x في صورة مربع كامل. x10 252
+ + اكتب التعبير   (c)

x في صورة مربع كامل. x4 12 92
- + اكتب التعبير   (d)

x في صورة مربع كامل مع  x2 9 42
+ + (e)  اكتب التعبير 

قيمة ثابتة.

التدريس  5

تعرفت على الدالة التربيعية ورسمها البياني بأنه قطع 
مكافئ. والآن سوف تتعرف على خواص القطع المكافئ 

بصورة إحداثيات الرأس وخط التماثل ومتى يكون مفتوحًا 
إلى الأعلى أو إلى الأسفل وكيفية استخدام الإزاحة لإيجاد 

معادلة قطع مكافئ إذا تمت إزاحته.

وأخيرًا كيف نستخدم خاصية القيمة الصغرى أو القيمة 
العظمى في مواقف حياتية.
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:        (11-18)  

(11) y x 3 2
= +^ h  (12) y x 2 2

= -^ h  (13) y x 1 2
= - +^ h

(14) y x 32
= - +  (15) y x 4 12

= + +^ h  (16) y x 2 43 2
= - +^ h

(17) y x4 3 2
= - +^ h  (18) y x2 1 42

= - + -^ h

.  y x 3 42 2
= - - +^ h  :        :  (19)

x 2= -  :            :   (20)

.       .        (21-25)  

P(2, 10)   V(0, 0)  (21)

P(-2, -10)   V(0, 0)  (22)

P(1, -2)   V(0, 5)  (23)

-2      V(3, 1)  (24)

2      V(-2, 6)  (25)

  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b    .     ( )y x x2 2 32 2
= - -   (1)

a  b    .    ( )y x3
1

2 32
= - + -    (2)

a  b  y x2
1

22
= -         ( )y x2 1 22

= - +   (3)

a  b    .   ( )y x 3 22
= - - -       (4)

a  b    P(2, 3)   ( )y x 2 32
= - + +     (5)

.        (6-11)  

:   y x2 2
= -         ( )y a x3 22

= - -   (6)

a  a 2=  b  a 22  c  a 21  d  a 21

:    4        y x2 2
=     (7)

a  ( )y x2 2 42
= + +  b  ( )y x2 2 42

= - +

c  ( )y x2 2 42
= + +  d  ( )y x2 2 42

= + -

(1) 
:     

.    a

y

x

2

2 4

Q'Q

P P'

6

4

2

6

2

1

 
( )

 

1  .     b

:      c

P(1, 2) , Q'(4, 8)  

y = ax2 :  (0, 0)         :
.         a  

 x = 0       

              .           
.    

a  F(-1, 6) b  H(-4, -8)
:

y ax2
=  :           ay

6

4

2

x

1

1-2 -1

 F(-1, 6)     
( )a a6 1 62(= - =  

6y x2
=  :   

 ,a 6 6 02=  

.      
y ax2

=  :     b

H(-4, -8)     

 8 ( 4)a 2- -=  

x
-2

-1-2-3-4

-4

-6

-8

y

1 32 4

 a a16 8 2
1

(=- =-  

 2
1y x2

=-  :   

 ,a 2
1

2
1 01=- -  

.      

 .            1

.                  

a  E(4, 2) b  D (1, -5)

57

في نشاط (1)

ناقش مع الطلاب الفقرتين (b) ,(a) واستمع جيدًّا إلى 
ملاحظاتهم وأسئلتهم، وتأكد من أنهم قد وجدوا بشكل 

صحيح إحداثيات النقاط المناظرة للنقاط المعطاة على 
القطع المكافئ وأنهم قد تفهموا جيدًّا الدور الذي يمثله 

محور التماثل في القطع المكافئ.

في المثال (2)

أكّد للطلاب أن خطوط التوتر العالي والتي تستند على 
الأعمدة تأخذ دائمًا شكل قطع مكافئ مفتوحًا إلى الأعلى 

لأسباب تتعلق بدرجة الحرارة.

شجعهم على القيام ببحث أو التواصل مع معلم مادة 
الفيزياء حول هذا الموضوع.

في المثال (3)

ركّز على إزاحة القطوع المكافئة والربط بين المعادلة: 
، حيث إن رأس  ( ) ky a x h 2

= - + y، والمعادلة:  ax2
=

القطع المكافئ سوف يتحول من نقطة الأصل (0 ,0) إلى 
نقطة (h, k) دون أن يتغيرشكله أو فتحته.

في المثالين (5) ,(4)

أعط أمثلة بديلة، واطلب إلى متطوعين رسم قطع مكافئ 
بدلالة إحداثيات رأسه، ومحور التماثل وكيفية استخدامه.

في المثال (6)

وضّح للطلاب كيفية استخدام نموذج الدالة التربيعية التي 
تمثل قطعًا مكافئًا في موقف قد يشاهدونه في ملاعب كرة 

المضرب.

في المثال (7)

تطبيق القيمة العظمى في القطع المكافئ على الأرباح 
في مجال التسويق. وسوف يرى الطلاب لاحقًا أمثلة 

كثيرة تستخدم فيها القيمة العظمى أو القيمة الصغرى في 
مجالات إنتاجية وصناعية متعددة.
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:         (8)

-1-2

-2

-3-4
-1

0
1

1

2

2

y

3 4 5 6 x

 

a  ( )y x 2 22
= - +  b  ( )y x2

1
2 22

= - +

c  ( )y x2
1

2 22
= - - -  d  ( )y x2

1
2 22

= - - +

:      ( )y a x h k2
= - +    (9)

a   b  

c   3 d   4

:    ( )y x3
1

3 22
= - -     (10)

a  ( , )3 2-  b   ( , )3 2-

c  ( , )3 2- -  d  ( , )3 2

  8 m   20 m     .         (11)
:   

y
8

8 12 16 20

4

4
0

x

a  . ( )y x0 08 10 82
= - +  b  . ( )y x0 08 10 82

= - - +

c  . ( )y x0 08 20 82
= - - +  d  . ( )y x0 08 10 82

= + +

.           .       

(2) 
.    y = 2x2

y = 2
1

  x2

y = x2

y

5

4

4

3

3

2

2

1

1-1-3-4 -2 x

 .         a

           b

 

  

 400 m                  :
.     2 m   

 .            

.        

:

  

 (  )

y

x

(-200, 2)

400 m

(200, 2)

2 m

  
 

:         (200, 2)   
( )

.

y ax

a

a

a

200 2

40 000
2

0 000 05

2

2

=

=

=

=

 

 0.00005y x2
=  :        
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الربط  6

الأمثلة (7) ,(6) ,(2) تحقق الربط بين القطع المكافئ 
واستخداماته في مجالات متعددة.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في كتابة إحداثيات رأس القطع 
( )y a x h k2

= - + المكافئ من المعادلة: 

ساعدهم على المقارنة بأمثلة متعددة. مثال ذلك:

, ,y x h k2 3 4 3 42
= + - = - = -^ h

,3 4- -^ h وبالتالي إحداثيات الرأس هي

التقييم  8

راقب الطلاب وهم يجيبون عن أسئلة فقرات
«حاول أن تحل» للتأكد من سلامة أدائهم وفهمهم لما ورد 

في الدرس.

اختبار سريع

1  أوجد معادلة قطع مكافئ إحداثيات رأسه

,2 1-^ h 3, ويمر بالنقطة 4-^ h  

( ) ( )f x x3 3 42
= - + +  

2  مستخدمًا الرسم التالي، اكتب معادلة القطع 

المكافئ بدلالة إحداثيات الرأس ثم بالصورة 
العامة.

4

4 5 6

y

x

3

3

2

2

1

1-1
-2

-1

(3, 4)

(4, 3)

 
( ) ( )f x x 3 42

= - - + بدلالة إحداثيات الرأس:   

( )f x x x6 52
= - + - بالصورة العامة:   
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x

y

1

2-1-2

2

3

4
(2, 5)5

1

 y ax2
=  :     2

.     

       

Equations of some Parabolas in terms of the Coordinates of Vertices

.         

(0, 0) x

y

(h, k)

 y a x h k2
= - +^ h ,  a ≠ 0 , h ,k R!  :   

       (h, k)       
y ax2

=  :

   h        k h    
         h   .        k  

.         k  

   

:            ( )y a x h k2= - +  :   
   x = h :     (h, k)    
  .  a          a        
  y x2

=  :         | a | < 1  
  y x2

=  :         | a | > 1  

P (5, -4)   V (3, 4)         

:

V (3, 4)

P (5, -4)

x

y

2

2

4 5

4

-2

-4

 .(h, k) = (3, 4) :  

:a       
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إجابات وحلول  9

«عمل تعاوني»
1  cm50

2   .y x0 35 502
= - +

65420x

37.441.2544.448.650y  
 .x 0= cm50 عند    أقصى ارتفاع تصل إليه الكرة هو 
نطابق النتائج عند النظر إلى الرسم وعند حساب أعلى 

y كأعلى قيمة. 50= قيمة لـ y، فنحصل على 

تتنوع الإجابات. مثال:  3

=y الارتفاع الأقصى القيمة العظمى لـ   

«نشاط (1)»
(a) (2 , 0)
(b) x 2=

(c) ,P 3 2l^ h

 ,Q 0 8^ h

«حاول أن تحل»

رأس القطع المكافئ هو النقطة (0 , 0)  1

y ax2
= في المعادلة:   

يمر المنحنى في النقطة E(4 , 2) نعوض:  (a)  

a 8
1

= )a فنحصل على  )2 4 2
=    

y x8
1 2

= والمعادلة:    

والمنحنى مفتوح إلى الأعلى.   

a 5=- ، ومنه  (1)a5 2
- =  (b)  

y x5 2
= - والمعادلة:    

والمنحنى مفتوح إلى الأسفل.   

y المنحنى يمر بالنقطة (5 , 2) ax2=  2

,a a5 2 4
52

= =^ h  

y x4
5 2

= المعادلة:   
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y = 0  x = 0  :   
 .      

.       
.      

1

1

2

2

3

-2

-2-3 -1
-1

x

y

 . ( )3 1y x 2= + +  :    4

.        0.5( 2) 3y x 2=- - +  :   

:

     ( )y a x h k2= - +       

h = 2 k = 3  

  (2, 3)  

 a = -0.5 , -0.5 < 0

.           

. x = h    

   x = 2  

.   

3 4

1

2

3 (2, 3)

(4, 1)(0, 1)

x

y

21

 y = 1  x = 0  :   

.(0, 1)   

.(4, 1)     (0, 1)    

.      

 y x2 3 12
=- - -^ h  :    5

61

    ( )y a x h k2
= - +

     ( 3) 4y a x 2
= - +  h = 3 , k = 4

4 (5 3) 4a 2- = - +  (5, -4)  

8 4a- =  

2 a- =  a   

( )y x2 3 42=- - +  :    

x

y

2
3

1

2 3 4 51-1
-1

-2

4
5

(3, 3)

(2, 4)
 

-2
-3

 

.        3

.         

.     2( 1) 2y x 2
= + -  :   

:
.     ( )y a x h k2

= - +       
h = -1,     k = -2  

  (-1, -2)  
  a = 2,     2 > 0 

1

1

2

2

-4

-2

-2

-3

-1
-1 x

y

      
.     

  x = h    :    
.    x = -1  

.   
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رأس القطع المكافئ هو النقطة (4 ,2)  3

( )y a x 2 42
= - + فتكون المعادلة:   

يمر المنحنى في النقطة (0 ,0)  
a 1= - ) ومنه  )a0 0 2 42

= - + فيكون:   
( )y x 2 42=- - + والمعادلة:   

,3 1-^ h رأس المنحنى  4

x 3= - محور التماثل   

y 10= x تكون  6= - y، إذا  10= x تكون  0= إذا   

6, في  10-^ h النقطة (10 ,0) هي انعكاس للنقطة  
x 3= - محورالتماثل: 

 

2

4

6

8

10

12

14

0 1-1-2-3-4-5-6-7

y

x
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:  

 (Tennis)   
    
     
   .  
     
      

.  

    
     
    
     .
     
      
      
.    

  
         150 cm      

.    300 cm     

.         

.          

 :

       
.  

      
 :

( )y a x h k2
= - +  

  (0, 150) :   
Ñ h = 0 , k = 150 

( 0) 150y a x 2= - +   ,  150y ax2= +  

:  (300, 0)   

(300) 150 0 600
1a a2 (+ = =-  

 :    
(-300, 0) (300, 0)

(0, 150)
 

x

y

  600
1

150y x2=- +  

   1 m            6
 .   6 m         

               
.

      
    

.
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x إذا 3= ، محور التماثل  , 13 -^ h 5  رأس المنحنى

y 19= x فتكون  6= y إذا  19= - x فتكون  0=

0, هي انعكاس للنقطة  19-^ h وبالتالي النقطة  
x 3= 6, في محور التماثل  19-^ h

الرسم البياني:  

y

x0 2

2

-2
-2

-4

-6

-8

-10

-12

-14

-16

-18

-20

4 6 8
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   ( )     .             
     .    x      100( 1.75) 300y x 2=- - +  :

.      

.     a

    .  2          b

.  1.25  

              c

   

:

. x > 0       x   a

100( 1.75) 300y x 2=- - +  :   b

x = 2  

100(2 1.75) 300y 2=- - +  

y = 293.75  

.  293.75    

 x = 1.25  

100( 1.75) 300.y 1 25 2=- - +

y = 275  
.  275    

    1.75   (1.75, 300)    -100 < 0         c

.  300         

.              (7)   7

63

الرأس (1 ,0)  6

y a x h k2
- += ^ h

0y a x 1- += ^ h

1y ax2
+=

1a0 36 += يمر المنحنى بالنقطة (0 ,6) فيكون:   

y
36
1 2= -    x 1+ a والمعادلة: 

36
1

= - أي   

( . )y x100 1 75 3002=- - + في الدالة:   7

y 0= إذا لم يكن هناك لا ربح ولا خسارة فتكون   
2( . )x100 1 75 300 0- - + = ومنه:   

.x 0 018= أو دينار   .x 3 48= دنانير   

«نشاط (2)»
(a) , ,2 1 2

1

(b)  كلما صغر معُامل حد الدرجة الثانية توسعت فتحة 
بيان الدالة التربيعية.
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2-4

          

Comparing Vertex and General Form Equation of Quadratic 
Functions

   A 

:         (1-7)  

(1) y x x4 62
= - +  (2) y x x2 52

= + +  (3) y x x4 72
= +

(4) ( )f x x2 352
= - +  (5) xy 8 2

= -  (6) ( )f x x x2 2
= +

(7) y x x3 2 12
= - - +

.         (8-13)  

(8) y x 43 2
= + -^ h  (9) ( )f x x2 52 2

= - +^ h  (10) ( )f x x 107 2
= - - +^ h

(11) y x5 96 2
= + -^ h  (12) ( )f x x3 64 2

= - - +^ h  (13) ( )f x xx x2 7 8= - + +^ h

y x x 1882
= - +  :       :   (14)

.          

x

y

531

1

3

5

  

c   .(3, 5)     y x x c2 122
= - +  :   (15)

a , b   .( , )2 4-      y x xa b 82
= + +  :   (16)

 2-4

 
•       

.   
•     

    
.

 
•   

Vertex of a Parabola  
•  

General Form  

:  

    
    
  .  
    
     

:   

     a

.GRAPH

 .    b

 EXE   c

.     

          
 

Comparing Vertex and General Form Equation of 
Quadratic Functions

������ ���
.      

  .            a  
            

.    

y = ax2 + bx + c, a ≠ 0
(  )

a b y = a(x - h)2 + k, a ≠ 0
  )

(   

h

1  y = x2 - 4x + 4 y = (x - 2)2

2  y = x2 + 6x + 8 y = (x + 3)2 - 1

3  y = -3x2 - 12x - 8 y = -3(x + 2)2 + 4

4  y = 2x2 + 12x + 19 y = 2(x + 3)2 + 1

         b  

        c  

.    :  a  

    .      h b      b  
.h b  

            c  
.h b a    

        a  

 y = ax2 + bx + c      :       b  

 y = 2x2 + 10x + 7    :       c  

   .         ´  ª  
  - b

2a :            
.     h     k  

64

4-2:  مقارنة بين صورة معادلة الدالة 
التربيعية بدلالة إحداثيات رأس 

المنحنى والصورة العامة

الأهداف  1

يوجد رأس منحنى الدالة من الدالة التربيعية • 
بالصورة العامة.

يكتب المعادلات بدلالة إحداثيات الرأس وفي • 
الصورة العامة.

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

رأس القطع المكافئ - الصورة العامة.

الأدوات والوسائل  3

مسطرة - آلة حاسبة بيانية - ورق رسم بياني - جهاز 
إسقاط (Data Show) - حاسوب.

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

(a)  أوجد إحداثيات رأس القطع المكافئ ومحور التماثل 
. ( )y x 2 32

= + - في: 

(b)  أوجد إحداثيات رأس القطع المكافئ ومحور التماثل 
.y x3 42

= + في: 

3, في محور تماثل  3-^ h أوجد إحداثيات انعكاس النقطة  (c)
. ( )y x2 2 52

= - - القطع المكافئ حيث معادلته: 

التدريس  5

يقدم هذا الدرس مقارنة بين صورة المعادلة التربيعية 
بدلالة إحداثيات رأس المنحنى والصورة العامة وكيفية 

) إلى الصورة  )y a x h k2
= - + التحويل من الصورة 

) ويوفر الربط بين الثوابت )y ax bx c a 02 != + +

a, h, k وb, c ويوجد علاقة بين معادلة محور التماثل
x. تابع بدقة فقرة  a

b
2= - a فنحصل على 

b
2

- hx مع  =

«عمل تعاوني» للتأكد من أنهم استطاعوا الربط جيدًّا بين 
الصورة العامة والصورة بدلالة إحداثيات الرأس.
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  B 

.     b       a   (1-4)  

a   b  .         ( )y x2 3 42
= - + +   (1)

a   b  .        ( ) ( )y x x3 2 4 2 12
= - + - +   (2)

a   b  ,V 1 4-^ h  y x x2 32
= - -       (3)

a   b  y 4= -   y x x3 12 82
= + +  :      (4)

.        (5-12)  

:    ,y ax ax a2 5 02
= + +       (5)

a  (1, 1) b  (-1, 1) c  (1, 5) d  (-1, 5)

:  (0, 1)  (-3, 10)      (6)
a  y x5 12

= +  b  y x3 102
= - +  c  y x 12

= +  d  y x 12
= - -

:     y x x2 4 52 += - -    (7)
a  (-2, -3) b  (1, -3) c  (1, -1) d  (-1, -3)

:   y x x16 622
= - - -     (8)

a   b   c   d  

:  y x x6 22
= - +       (9)

a  x 12=  b  x 6=  c  x 3=  d  x 2=

:  128 m       (10)
a  4 096 b  1 024 c  256 d  32

   ( ) p   R p p15 300 12 0002
= - + +       (11)

:      p  .    
a  30 b  10 c  15 d  12

x 3=          (12)

a  y x2 3 2
= +^ h  b  y x x6 92

= - +  c  y x x3 62
= + +  d  y x4 3 2

= +^ h

•  :
Perimetre (P)  

• Area (A)   :
• Length (L)   :
• Width (W)   :
• Height (h)  :
• Rectangle  

.        2 10 7y x x2= + +  :  
:

( )y a x h k2= - +  :  (h, k)     

:  

h a
b
2=-     a

b
2
-  

 2 2
10

=
-

^ h
 b a  

= -2.5  

 :  

2( 2.5) 10( 2.5)k 72= - + - +  x = -2.5  

= -5.5    

 2( 2.5) 5.5y x 2= + -  :      

.        3 12 5y x x2=- + +  :   1

.              

  
              
     .   2.8 m        

   (A)   
    

:

   (L)     ( )    (P)   
.(W)

P = 2(L + W)  (  + ) 2 = 

2(W + L) = 280  P = 2.8 m = 280 cm

L = 140 - W     

:  

   
:    

 (  + ) 2 = 

P = 2(L + W)

 ◊  = 

A = L ^ W

65

في المثال (1)

h، ثم تعويض  a
b

2=
- شجع الطلاب على إيجاد أولاً قيمة 

هذه القيمة في الصيغة العامة لإيجاد قيمة k، وبذلك يكون 
التحول من الصورة العامة إلى الصورة بدلالة إحداثيات 

الرأس.

في المثال (2)

يؤكد الصلة بالواقع واستخدام المعطيات الجديدة في إيجاد 
إحداثيات رأس القطع المكافئ التي تعبر عن القيمة العظمى 

x في المعادلة  a
b
2= - أو القيمة الصغرى إذا تمّ تعويض 

الأساسية أي في الصورة العامة.

في المثال (3)

تحويل من الصورة بدلالة إحداثيات الرأس إلى الصورة 
العامة وذلك بتفكيك المربع الكامل، ثم تجميع الحدود 

المتشابهة.

في المثال (4)

يستخدم رأس القطع المكافىء لايجاد قيم مجهولة في 
معادلته.

في المثال (5)

تطبيقات حياتية باستخدام رأس القطع المكافئ لإيجاد قيمة 
عظمى.

الربط  6

يوفر هذا الدرس أمثلة متعددة في الاقتصاد والتسويق 
والإنشاءات، وذلك باستخدام القيمة العظمى عند إحداثيات 

رأس القطع المكافئ كما في المثالين (5)، (2)

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في إيجاد الإحداثي السيني لرأس القطع 

a
bh = - h أو  a

b
2= المكافئ فيكتبون: 

أشر إليهم أن الإحداثي السيني لرأس القطع المكافئ هو
h، ثم نعوض هذه القيمة في الصورة العامة لإيجاد  a

b
2= -

الإحداثي الصادي.
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.     (1)     (2)      (13-15)  

(2) (1) 

a

x

y

2

-5 -1-3

:   

:  y x x4 12
= + +  (13)

b

x

y

2

-4

-4

-2

-2

:  y x x4 12
= - - +  (14)

c

x

y

2

-2

-2-4

-4

:  y x x2 12
1 2

= - - +  (15)

d

x

y

2

-4

-4

-2
-2

    

A = L ◊ W   ^  = 

A = (140 - W)(W)    

A = -W2 + 140W  

 a
b

2
-             

     

W = a
b

2
-  = 2 1

140
-

-

^ h
 = 70 cm

L = 140 - W   

L = 140 - 70 = 70 cm

70 cm            

 70 ◊ 70 = 4 900 :   

4 900 cm2 :   

(2)              a  2

              b  

.    c ^ d   c + d = 18 :    c, d     c  

.             
.              

.          3( 1) 12y x 2= - +       :  

:

 3( 1) 12y x 2= - +

 3( 2 1) 12y x x2= - + +   (x - 1)(x - 1) 

 3 6 3 12y x x2= - + +     

 3 6 15y x x2= - +    

66

التقييم  8

توفر فقرات «حاول أن تحل» فرصة مهمة للمعلم ليتعرف 
على مدى متابعة الطلاب لما ورد في هذا الدرس وكيفية 

التحويل من صيغة إلى أخرى دون ارتكاب أخطاء.

اختبار سريع

( )f x x x2 8 52
+= - 1 اكتب الدالة: 

بدلالة إحداثيات الرأس.  

( )f x x2 2 132
+= -^ h  

( )f x x 2 12
= + -^ h 2 اكتب الدالة: 

بالصورة العامة.  

( )f x x x4 32
+ +=  

إجابات وحلول  9

«عمل تعاوني»

تحقق من عمل الطلاب على الآلة الحاسبة.  (a) أولاً: 

(b)  يجب أن تبينّ الآلة الحاسبة الرسوم البيانية   
نفسها لكل زوج من المعادلات في الصورة 

العامة والصورة بدلالة إحداثيات الرأس.

(c)  كل زوج من المعادلات، يمثلّ شكلين مختلفين   
للمعادلة نفسها.

(a) ثانيًا: 

h( )y a x h k2
= - +

(صورة المعادلة بدلالة 
إحداثيات رأس المنحنى)

bay ax bx c2
= + +

(الصورة العامة)

2( )y x 2 2
= --41y x x4 42

= - +

-3( )y x 3 12
= + -61y x x6 82

= + +

-2( )y x 43 2 2
= - + +-12-38x12x3- - -y 2

=

-3( )y x2 3 12
= + +122+ x12x2=y 192

+



57

h، وذلك في المعادلتين  b
2= - (b)  نلاحظ أن:    

الأولى والثانية.

h، وذلك في المعادلتين  a
b
2= - (c)  نلاحظ أن:    

الثالثة والرابعة وهذا ينطبق على الحالتين في 
a 1= الفقرة (b)، لأن 

(a)  معادلة محور التماثل هو قيمة الإحداثي السيني  ثالثًا:  
x a

b
2= - لرأس القطع المكافئ أي 

 (b) x a
b
2= -

 (c) =x 2 2
10

2
5

#
=

- -

«حاول أن تحل»

1  y x x3 12 52
= - + +

  ( ) ,h a
b h2 2 3

12
2 2=

-
=

-
-

= =

y والمعادلة بدلالة  17= x بـ y فيكون  2=   نعوض 
إحداثيات الرأس هي:

( )y x3 2 172
= - - +

x 2= الرأس (17 ,2)، محور التماثل   

  نقطة على المنحنى (5 ,4) انعكاسها في محور 
التماثل النقطة (5 ,0).

الرسم البياني:  

1

5

10

15

20

0 x

y

2 3 4 5

(2, 17)

محور التماثل

(0, 5) (4, 5)

 

.   .    2( 3) 7y x 2=- + -  :   a  3

     .                b  
   

  a, b   (1, 8)        12y ax bx2= + +   

:

:  
    (1, 8) 

8 = a(1) + b(1) + 12    
 8 = a + b + 12
 a + b = -4 1

x = a
b

2
-  :     

a
b b a1 2 2(=

-
=-           2   

 a b

b a

4

2

+ = -

= -
'

 1    
  2

:   2    b   1  
 a - 2a = -4
 -a = -4 (  a = 4

b = -2(4) = -8 :   4  a   2  
a = 4 b = -8  

:  

( )

( )

y a x

a x x

ax ax a

1 8

2 1 8

2 8

2

2

2

-= +

= - + +

= - + +

 

y ax bx 122
= + +        

( )

a a

a b b

8 12 4

2 2 4 8

(

(

+ = =

- = =- =-

   

 a, c   .(-1, 5)      4y ax x c2= + +    4

67
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:  

 ( ) 15 600 50f x x x2=- + +  

.     x 

       a

    b

:
a   ( ) 15 600 50f x x x2=- + +

          

 x a
b

2=
-  

2( 15)
600

20x -
=

-
=  

.  20         

b   (20) 15(20) 600(20) 50 6 050f 2=- + + =

.  6 050    

:             5

( ) 2200 1150 000f x x x2=- + -  

      x  

.          a  

.     b  

68

، فإن الشكل  cm70 = = العرض  (a)  بما أن الطول   2

الهندسي الحاصل هو مربع.

(b)  عمومًا إذا كان لدينا مستطيل محيطه معلوم   
فمساحته العظمى تتحقق عندما يكون الطول 

يساوي العرض أي مربع.

(c)  مشابه لما سبق لذا يتحقق أكبر ناتج ضرب إذا   
dc 9= = تساوى العددان أي 

c d 9 9 81# #= = وبالتالي:    

xy x2 12 252
= - - -  (a)  3

y

x
0

2
-2

-2-4-6

-4

-6

-8

-10

-12

2

 
(b)  المعادلة بدلالة إحداثيات الرأس توفر بسرعة   
إحداثيات الرأس ومحور التماثل. أما المعادلة 

بالصورة العامة فتوفر بسرعة تقاطع المنحنى مع 

x a
b

2=
- محور الصادات ومحور التماثل 

a 2= a1 ومنه نحصل على  2
4

- =
-  4

c 7= ) ومنه  ) ( ) c5 2 1 4 12
= - + - +  

y x x2 4 72
= + + وتصبح المعادلة:   

5  (a) x a
b
2= -

  x 2
2200

1100=
-

-
=

1100 دينار = السعر الذي يحقق أعلى ربح   
 (b)

( ) ( ) ( )f 1100 1100 2200 1100 15000002
= - + -

 60000=

قيمة أعلى ربح تساوي 000 60 دينار.
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2-5
   

Inverses and Square Root Functions

   A 

.     .          (1-3)  

(1) y x2
1

=  (2) y x
3

1
=

+  (3) y x5 3= +

:        (4-10)  

(4) y x2
1 2

=  (5) y x 12
= -  (6) y x 2 12

= - +^ h  (7) y x
3

5
=

+

(8) y x6 2= +  (9) y x 32
= -  (10) ( )y x 5 22

= + +

.     .      (11-14)  

(11) y x 1= - -  (12) y x 2= - +  (13) y x 4 2= - +  (14) y x 3 2= - + -

.              (15-16)  

x

y
4

4
0

2

2

(16)

x

y

2

2 4
0

(15)

     x   y      :      (a)   (17)

!  
 31    

20 % 

 .  

.(a)        (b)   

(b)        :  (c)   

 2-5

 
• .   
• .    

 
• Inverse  
•  

Inverse of a Function
•   

Square Root Functions

 ������ ���
         

       

  L = 11d - 0.5    1
      L  

.      d 

.   5 cm         a  

. a          b  

.      27 cm      a  2

. a          b  

             
.            

:U���
g x

x
2

8
=

+
^ h   ,   f (x) = 2x - 8 :  

.   g    f  

.6  f       

f (x) = 2x - 8

f (6)  

g(4)  

g(x) = x
2

8+
6 2 8 4

6 2 8 4

 

 

     f (x) = 2x - 8 , g x
x

2
8

=
+

^ h  :

g   f  f   g  

.     f , g :   a  1

 f        b  

.         c  

    

   
Inverses and Square Root Functions

69

5-2:  المعكوسات ودوال الجذر التربيعي

الأهداف  1

يوجد معكوس الدالة.• 

يستخدم دوال الجذر التربيعي.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

المعكوس - معكوس دالة - دوال الجذر التربيعي.

الأدوات والوسائل  3

مسطرة - آلة حاسبة - ورق رسم بياني - جهاز إسقاط 
(Data Show) - حاسوب.

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

(a)  النقطة A(2, 4) في المستوى الإحداثي. أوجد
إحداثيات صورة انعكاسها في محور السينات، ثم 

إحداثيات صورة انعكاسها في محور الصادات.

l ارسم في المستوى الإحداثي الخط المستقيم  (b)
y. أوجد إحداثيات صورة انعكاس x= ومعادلته 

النقطة B(0, 4) في المستقيم l، ثم إحداثيات صورة 
.l في المستقيم C(3, 0) انعكاس النقطة

x3 52
= + أوجد مجموعة حل المعادلة:    (c)
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  B 

.     b       a   (1-5)  

N(y, x)   f    M(x, y)    (1)
a   b  .      

a   b  .       ( ) , ( )x x g x xf 1 1= + = -    (2)

a   b  .   f      y x=   (3)

a   b  .              (4)

a   b  .   3          (5)

:        (6-10)  

:              A(2, 3)    (6)

a  (-2, 3) b  (2, -3) c  (3, -2) d  (3, 2)

:y x=      y x 2 2= + -    (7)

a       b      

c       d      

:  y x 22
= +    (8)

a  y x 2= -  b  y x 2= - -

c  y x 2!= -  d      

:  y x5 1= -    (9)

a  y x5 1= +  b  y x
5

1
=

+

c  y x
5 1= +  d  y x

5 1= -

:  y x 3 1= + -     (10)

a  R  b  ,1 3-^ h

c  ,13-^ h d  ,1 3- h6

 r   b  r   a     r  
.a  b   r   

.        (b, a)  r     (a, b)  

:

    
.r-1  r

 r-1  r    
.    r       r  

1

2

1.2

1.4

1.6

1.9

1

2

1.2

1.4

1.6

1.9

r r -1 

 

S    x 1 2 3 4
y -1 0 1 1  S    a

  S   b

.   S  y = x     c

  S     S   d

x -1 0 1 1
y 1 2 3 4

 .   x , y    a   :

 

  S  b            

S  

y

x

1

1
-1

-1

2

2

3

4

3

S  

y

x

1

1
-1

-1

2

2

3

4

3 4  

y

x1
-1

-1

1

2

2

3

3
4

4

 .   S     y = x  c

           S  d

.    

     (1)      S   

.    
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التدريس  5

تعرفت سابقًا ماهية الدالة الحقيقية ومتى تكون علاقة ما 
دالة، واستخدمت اختبار الخط المستقيم الرأسي لتتعرف 
إذا كان منحنى يمثلّ دالة حقيقية أم لا. وفي هذا الدرس، 
سوف توجد معكوس دالة حقيقية وتختبر ما إذا كان هذا 
المعكوس يمثل دالة حقيقية أم لا. وبالتالي سوف يقودنا 
إلى التعامل مع دوال الجذر التربيعي انطلاقاً من معرفتنا 

بالدوال التربيعية التي درسناها في بداية هذه الوحدة.

ا الإشارة إلى أن الطلاب قد تعاملوا سابقًا  من المهم جدًّ
مع المعكوسات دون معرفتهم بذلك، فمثلاً في القاعدة: 

# الزمن = معدل السرعة  d، أي المسافة  v t#=

t v
d

= v أو  t
d

= عندما نعكس المعطيات نكتب:   

A L W:= أو عند استخدام قاعدة المساحة في المستطيل: 

 W L
A

= L أو  W
A

= عندما نعكس المعطيات نكتب: 
وهذه هي الفكرة الرئيسة في فقرة «نشاط»، لذا يطلب إلى 

المعلم إجراء نقاش موسع مع الطلاب أثناء التعامل مع 
مخطط: عدد يدخل  عدد يخرج.

في المثال التوضيحي:

ركّز انتباه الطلاب على الترابط بين العلاقة S ومعكوسها. 
فالزوج المرتب (x , y) في العلاقة S يصبح الزوج المرتب 

(y , x) في معكوس S. ساعدهم على اختبار الرسم 
البياني والتأكد من أن القطعة المستقيمة الواصلة بين كل 

نقطة تمثل (x, y)، والنقطة التي تمثل (y, x) هي دائمًا 
y أخبرهم أن  x= عمودية على المستقيم الذي معادلته 
هذا المستقيم هو محور انعكاس لبيان العلاقة S وبيان 

معكوسها.

في المثال (1)

هذا المثال له أهمية كبرى، لأنه يوفر خطوات فعّالة 
ومدروسة ليتمكن الطالب من فهم التبديل الحاصل على 
إحداثيات النقطة انطلاقاً من حالات خاصة. فالنقطة

 y سوف تصبح x (4 ,0) سوف تصبح (0 ,4)، أي كل
وكل y سوف تصبح x ونلاحظ أيضًا أن معكوس الدالة 

الخطية هو دالة خطية.
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  .       (b, a)       (a, b)   
.            

.       

.      2
4

y
x -

=    

:

1

1-1
-1

-3

-3

-4

-4

2

2

3

3

4

4

(0, 4)

(4, 0)
(0, -2)

(-2, 0)

y

x-2

-2

    2
4

y
x

=
-      

x 0 2 4
y -2 -1 0

.y    (4, 0) (0, -2)  

.    y     (0, 4) (-2, 0)  

.     

:    

1

1-1-1-2

-2

-3

-3

-4

-4

2

2

3

3

4

4

y

x

 m x x
y y

2 1

2 1
=

-
-  , (x

2
 ≠ x

1
)   :

 
0 2
4 0

2= =
- -

-

^ h
  

:  2  (0, 4)    

y - y
1
 = m(x - x

1
)  

y - 4 = 2(x - 0)  

y = 2x + 4  

y = 2x + 4 :   

.      y = -3x + 5   1

y     x, y           

y  f (x)   f (x)     
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في المثال (2)

يساعد الطالب على فهم كيفية إيجاد معكوس علاقة من 
علاقة معطاة، حيث يمكن الإفادة من المثال التوضيحي 

إذ يفترض إبدال المتغيرين y, x ويتضح عندها أن معكوس 
العلاقة التي تمثل مستقيمًا سيكون علاقة تمثل مستقيمًا 

y هو محور انعكاس بينهما. x= ويبقى المستقيم 

في المثال (3)

يواجه الطالب في هذا المثال مشكلة وهي أن الدالة التي 
نبحث عن معكوسها هي دالة تربيعية وبالتالي عند التحويل 

بين x ،y سوف يواجه مشكلة إيجاد الجذر التربيعي لذا 
x, تعطي  a a 02 $= على الطالب أن يتذكر دائمًا أن 

x لذا كان السؤال: هل معكوس دالة تربيعية  a!= دائمًا 
هو دالة؟

وبالتالي، مناقشة الحلول في هذا المثال مهمة للإجابة 
عن السؤال أعلاه ومن هنا كان المدخل إلى دوال الجذر 

التربيعي.

في المثال (4)

y x= - y أو  x= يمكن الإشارة إلى دوال المرجع 

ورسومها البيانية وانطلاقاً منها يمكن فهم الإزاحة على 
y، حيث x h k= - - + y أو  x h k= - + الصورة: 

h ،k كميتان ثابتتان.
من المهم الإشارة إلى الطلاب أن معكوس دالة الجذر 

التربيعي هو دالة ولكن معكوس الدالة التربيعية ليس 
بالضرورة دالة، حيث يلزم شروط في مجال تعريفها.

الربط  6

يوفر المثال (5) الربط بين الواقع ودالة الجذر التربيعي، 
حيث العلاقة بين مساحة شاشة الإعلانات وطول القطر، 

علمًا أن شكل الشاشة هو مستطيل عمومًا.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب فيكتبون أن معكوس الدالة التربيعية 
هو دالة. ذكرهم دائمًا باستخدام اختبار الخط المستقيم 

الرأسي ليتأكدوا من عدم الوقوع في هذا الخطأ أثناء 
كتابتهم معكوس الدالة التربيعية.
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التقييم  8

تابع عمل الطلاب في فقرات «حاول أن تحل»، لتتأكد 
من فهمهم لمعكوس الدالة بشكل صحيح ومن أنهم 

يستخدمون الإزاحة في رسم دوال الجذر التربيعي.

اختبار سريع

y x3 4= - 1 أوجد معكوس الدالة: 

y x
3

4
=

+  

y x 42
= - + 2 أوجد معكوس الدالة: 

هل المعكوس دالة؟ اشرح.  

y ليس دالة، لأنه توجد قيمتان  x 4!= - +   
x 4# للمتغير التابع y وذلك لقيم 

y x= 3 تمت إزاحة الرسم البياني للدالة: 

  4 وحدات إلى اليسار، 3 وحدات إلى الأعلى. 
اكتب معادلة الدالة المزاحة.

y x 4 3= + +  

إجابات وحلول  9

«عمل تعاوني»
1  (a) .L d11 0 5= -

  ( ) .L 11 5 0 5= -  ، .L cm54 5=

نعوض d بقيمتها ونحل المعادلة.  (b)  
2  (a) . , .L d d27 11 0 5 2 5= = - =  cm

نعوض L بقيمتها ونحل المعادلة.  (b)  

x
y

2
4

=
-  :     y

x
2

4
=

-     
2x = y - 4  
y = 2x + 4  

y = 5x - 4    
y = 5x - 4  :
x = 5y - 4  y , x 
5y = x + 4  y   

 5
1

5
4y x= +  

5
1

5
4y x= +            y = 5x - 4           

x

y

1

1 2 3 4 5 6
-1

-1-2-3

2
3
4
5

y x5
1

5
4

= +

y x5 4= -

  :    2

a   3
2 1y x

=
-   b   y = 2(x + 1) - 3 

.   ( ) 3f x x2= +  :   

:

( ) 3f x x2= +

3y x2= +  y  f (x)  

3x y2= +  y x 

3x y2- =  y   

y x 3!= -     

:  ( ) 3f x x2= +   

y x 3!= -

x

y

1

-1-2 1

2

2

3

3

4

4

5

5 6

y = - x 3-

y = + x 3-

y = x2 + 3  :  3y x2= +  :   

   y x 3!= -

.         

:     

     3y x2= +  

 x   y       
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:  

y x 3= -  x ≥ 0  3y x2= +   :     a

      b

3y x= - -  x ≤ 0  3y x2= +   :     c

      d

.   . ( ) ( 3) 4f x x 2= + -  :    3

Square Root Functions    

.    y x=  

          (0,  0)         
. x ≥ 0     . x  

.       y ≥ 0  [0, )   .[0, )  

y x h k= - +      

x

y = x

(-3, -4)

1

-1-1-2

-2

-3

-3
-4

2

2 31

3

4 5

y

y x 3 4= + -

 :  y x=       

     h      k, h  
.     k 

  .      h  

  .      k  

    y x 3 4= + -   y x 3 4= - - -^ h  :   
.         y x=  

.      y x 4 2= - -  :  

:

y x=  :    

.    2   4

y

x-1
-1
-2

1

1

2

2

3

3

4

4 5 6

y = x

y x 4 2= - -

  (4, -2)   2y x 4= --    

[4, ) =      

[-2, ) =  
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«نشاط»
1  (a) 

1

1
0

2

2

3

3

4

4
(-2, 3)

(2, 5)

(5, 2)

(3, -2)

(4 ,0)

(0, 4)
5

5 6-1
-1

-2

-2

-3

-3

-4

( ) ( )g x x2
1

8= +

( )f x x2 8= -

y

x

 (b) ,3 2-^ h

  ,4 0^ h

  ,5 2^ h

 (c) , , , , ,2 3 0 4 2 5-^ ^ ^h h h

ينعكس ترتيب كل زوج مركب.  

«حاول أن تحل»

y x3 5= - + معكوس:   1

y x
3

5
=

- + هو   

y

x
0

1 2 3 4 5 6
-1

-1-2-3

-2

1

2

3

4

5
y x3 5= - +

y
x
3

5
=

- +
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2  (a) y x
2

3 1
=

+

 (b) y x
2

1
=

+

3  ( )y x 3 42
= + -

x, y لإيجاد المعكوس نبدل بين  

y x3 4!= - + ) ومنه  )x y 3 42
= + -  

فيكون لدينا دالتان:  

y x3 4= - + +1  

2
y x3 4= - - +  

انظر الرسم البياني:  

y

-6

-6

-5

-5

-4

-4

-3-2

-3
-2

-1

1

1

2

2

3

3

4

4 5 6
-1

x

y
x3

4
= - -

+

y x3 4= - + +

2
( )y x 3 4= + -

 
4  (a) y x 2 1= - +

y 1$ x، المدى:  2$ المجال:   

0
1
2

3
4
y

x1 2 3 4 5 6 7 8 9  
y x 5 2= - - المعادلة الناتجة عن الإزاحة:   (b)  

in882 مساحة الشاشة: 2  5

1y x 2= +-  :   a  4

.      

.    2   5 y x=  :      b  

.        

.        

  

  .(in)  ´dª       

.A       d A2=  :

      100 in2              
 

:

.200 in2   2 100 in2
#    

  :  

d A2=     

2 200= ^ h  A  200  

20400= =  20 in    
( )   :  

.    

. y x2=  

25

20

15

10

5

-5
x

y

50 100 150 200 250 300

 200x =   y  

20 in    

1 in = 2.54 cm :

.(42 in  ) 42 in        5

  A  d      d A2=  :       
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:

    
    

.  

x + 2 = 0            x = - 2
  

 x - 3 = 0            x = 3      

:   0x x2 3 1+ -^ ^h h    x   

2 0 2

2 0 2

x x

x x

(

(

1 1

2 2

+ -

+ -

3 0 3

3 0 3

x x

x x

(

(

1 1

2 2

-

-

:  

x - -2 3

x + 2 - + +

x - 3 - - +

(x + 2)(x - 3) + - +

0

0

0 0

+

. 2 3x1 1-   x   0x x2 3 1+ -^ ^h h    

.(-2, 3) =  

. 4 3 0x x2 #+ +  :     1

 7 10 0x x2 #- + -   :    

:

7 10 0x x2
#- + -  

7 10 0x x2
$- +  -1  

7 10 0x x2
- + =   

7 10x x x x2 52
- + = - -^ ^h h  
2 0 2

5 0 5

x x

x x

(

(

- = =

- = =

:   x x2 5 0$- -^ ^h h  :   x   

2 0 2

2 0 2

x x

x x

(

(

1 1

2 2

-

-

5 0 5

5 0 5

x x

x x

(

(

1 1

2 2

-

-
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Solving Inequalities

 2-6

 
•       

.   
•      

.    
• .    

 
• Inequality  
•  

Rational Expressions  
•    

Quadratic Inequality

:

a ^ b = 0  

a = 0    b = 0 

������ �	

 (1)     :

  f (x) = -x2 + 6x - 5

 :

.f (x) = 0  x  a   

3
4

(1)

x

y

2

1 2 3 4 5 6

1

-1-1
-2
-3
-4
-5
-6

(3, 4)

 . f (x) > 0  x  b  

. f (x) < 0  x  c  

x-3

-2

-2
-1

-1

3

3

y

4 5

2

(2)
2

1

1

  (2)       :

f (x) = x
x

2
3

-
-  

. c  b  a    

(- , 1)  (5, )           

. /[1, 5]   

.            

        

a b /[a, b] (- , a)  (b, )

a b /(a, b] (- , a]  (b, )

a b /[a, b) (- , a)  [b, )

a b /(a, b) (- , a]  [b, )

. x x 6 02 1- -    :    

:

6 0x x2
- - =   

x x2 3 0+ - =^ ^h h        
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حل المتباينات  :2-6

الأهداف  1

يحل متباينات من الدرجة الثانية في متغير واحد.• 

يحل متباينات تتضمن حدوديات نسبية في متغير واحد.• 

يوجد مجال دالة جذرية.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

متباينة - حدوديات نسبية - متباينة من الدرجة الثانية.

الأدوات والوسائل  3

مسطرة - آلة حاسبة - ورق رسم بياني - جهاز إسقاط 
(Data Show) - حاسوب .

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

x2 7 01+ أوجد مجموعة حل المتباينة:   (a)

x3 4 7#- + أوجد مجموعة حل المتباينة:   (b)

x إلى عوامل خطية. x5 62
- + حللّ المقدار:   (c)

التدريس  5

تعرفت سابقًا إلى حلول المتباينات من الدرجة الأولى في 
متغير واحد، ومثلّت مجموعة الحلول على خط الأعداد.

في هذا الدرس، سوف تتعرف حلول متباينات من الدرجة 
الثانية في متغير واحد فقط وأيضًا حلول متباينات ذات 
حدوديات نسبية بأشكال بسيطة. وهذه الحلول سوف 

ا الربط في ما بينها. تكون جبرية وبيانية لذا من المهم جدًّ

فالحلول البيانية للمتباينة تساعد الطالب على فهم المتغير 
. x وعلاقته بالمتغير المستقل y التابع
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x x10 24 02
- + - =   

x x4 6 0- + - =^ ^h h  

x 6 0- =        x 4 0- + =  

  x = 6      x = 4

:   x x4 6 01- + -^ ^h h  :   x   

x x

x x

4 0 4

4 0 4

(

(

1 2

2 1

- +

- +

x x

x x

6 0 6

6 0 6

(

(

1 1

2 2

-

-

,x 0 10! ^ h    

x 0 4 6

- x + 4 + - -

x - 6 - - +

(- x + 4)(x - 6) - + -

0

0

0 0

10

(0, 4)  (6, 10) =   :  

f x 92^ h      d

x x x x10 9 10 9 02 2( 22 - + -- +   

x x10 9 02
- + - =   

x x1 9 0- + - =^ ^h h  

x 9 0- =     x 1 0- + =  

  x 1=    
 x 9=   

:   x x1 9 02- + -^ ^h h  :   x  

x x

x x

1 0 1

1 0 1

(

(

1 2

2 1

- +

- +

x x

x x

9 0 9

9 0 9

(

(

1 1

2 2

-

-

,x 0 10! ^ h   :  

x 0 1 9

-x + 1 + - -

x - 9 - - +

(-x + 1)(x - 9) - + -

0

0

0 0

10

.(1, 9) =   :  
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:

    
.  (-1) 

:  

x - 2 5

x - 2 - + +

x - 5 - - +

(x - 2)(x - 5) + - +

0

0

0 0

+

.x 5$   x 2#   x   0x x2 5 $- -^ ^h h    

 , ,2 5j3 3-^ h6@  =    

/(2, 5)  

. x x2 5 3 02 2- + -  :    x    2

  
.20 m  x           

x     a

. x        f    b

f x 241^ h      c

f x 92^ h      d

 

:
( )P L W m

L W m

2 20

2
20

10

= + =

+ = =
 a

10 - x =      x      

,

x

x

0 10

0 10d

1 1

^ h
 :     

  ^  =  b

L Wf x #=^ h

f x x x x x10 102
= - =- +^ ^h h  

f x 241^ h  c

x x x x10 24 10 24 02 2( 11 + -- + -  
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في المثالين (2) ,(1)
نلاحظ أن تحليل المقدار إلى عوامل خطية، ثم إيجاد 

مجموعة الحلول لكل عامل استنادًا إلى ما تعلمه الطالب 
في مرحلة سابقة، ثم التعبير عن مجموعة حل متباينة كل 

عامل بجدول يساعد على إيجاد مجموعة حل المتباينة من 
الدرجة الثانية.

في المثال (3)

إليها  يحتاج  حياتية  مواقف  في  المثال  هذا  استخدام  يمكن 
الأشخاص إذا كان لديهم شروط محددة في الإنشاءات والبناء.

في المثالين (5) ,(4)
يساعدان كثيرًا على فهم كيفية إيجاد مجموعة الحل عندما 
يكون لدينا متباينات من حدوديات نسبية. وذلك باستخدام 

الجدول لكل من حدوديات البسط والمقام.

في المثالين (7) ,(6)
يعالجان إشكالية العامل المشترك بين البسط والمقام 

ا. ركز انتباه  في المتباينة الحدودية النسبية وهذا مهم جدًّ
الطلاب إلى قيمة المتغير x عند تبسيط الحدودية النسبية، 

حيث لا يصح التبسيط مع العدد صفر.

في المثال (8)
ا التركيز على طريقة إيجاد مجموعة الحل  من المهم جدًّ

في استخدام الرسم البياني.
راجع مع الطلاب مجموعة الحل في فقرة «عمل تعاوني». 

أعط أمثلة مشابهة، ومن ثم يمكن الانتقال إلى إيجاد 
, ( )( ) g xf x مجموعة الحل لمتباينات تربط بين دالتين 

الربط  6

يمكن تعميم فكرة المثال (3) لاستخدامها في إقامة سور 
من الشريط الشائك حول مساحة من الأرض مستطيلة 

الشكل ومحاولة إيجاد طول هذه الحديقة وعرضها.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في المتباينة ذات الحدوديات النسبية 
فيستخدمون الضرب التقاطعي.

أرشدهم إلى الطريقة الصحيحة وأخبرهم أن ذلك لا يصح 
إلا في المعادلة.

وقد يخطئ الطلاب في استبعاد أصفار المقام من مجموعة 
الحل. أرشدهم إلى تأكيد استبعادها بعد الاختصار.
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التقييم  8

تابع باهتمام أعمال الطلاب في فقرات «حاول أن تحل» 
لتتأكد من أنهم يجدون مجموعة الحلول الصحيحة في 

كل متباينة. ساعدهم على فهم الحلول في الرسوم البيانية.

اختبار سريع

x x4 5 02 $- + + 1 أوجد مجموعة حل المتباينة: 

,x 1 5! -6 @  

m30 2  لتكن x عرض مستطيل محيطه يساوي 

 x ثم قيم ،x أوجد مساحة هذا المستطيل بدلالة  
( )f x 14$ التي تحقق 

2
30

15= نصف المحيط:   

,x 0 15d ^ h حيث ،x 15- الطول:   

( ) ( )f x x x x x15 152
= - = - + المساحة:   

x x15 14 02 $- + - ) تعطي:  )f x 14$  

,x 1 14! 6 نستنتج أن: @  

 ، x
x

2
4 3

3$
-
+ 3  أوجد مجموعة حل المتباينة: 

x 2! حيث 

  , ,x 9 2,3 3! - - +^ ^ h@  

إجابات وحلول  9

«عمل تعاوني»
(a) ,x x1 5= = أولاً: 
(b) x x 51 1

(c) x 11 x أو  52

x 3= ) عند  )f x 0=  (a) ثانيًا: 

x 21 x أو  32 ) إذا  )f x 02  (b)  

x2 31 1 ) إذا  )f x 01  (c)  

b   g x x x4 32 += - -^ h  

:

x x4 3 02
H- + -         g  

x x4 3 02
- + - =   

x x1 3 0=- + -^ ^h h    

x 1=     x 3=  

:   x x1 3 0H- + -^ ^h h  :   x  

x x

x x

1 0 1

1 0 1

(

(

1 2

2 1

- +

- +

x x

x x

3 0 3

3 0 3

(

(

1 1

2 2

-

-

:  

x - 1 3

-x + 1 + - -

x - 3 - - +

(-x + 1)(x - 3) - + -

0

0

0 0

+

[1, 3] :  g  

.   y x 42 -=       a  4

:        b

1   h x x x2= -^ h  

2   q x x9 2= -^ h  

80

.    x  16 m      3

x     a

 x       f   b

f x 72^ h      c

    

:      
a   f x x 42= -^ h  
b   g x x x4 32= - + -^ h  

:
a   f x x 42= -^ h  

x 4 02
H-         f  

x 4 02 - =     

x x2 2 0- + =^ ^h h   

x 2=     x 2=-  

:   x x2 2 0H- +^ ^h h  :   x  

x x

x x

2 0 2

2 0 2

(

(

1 1

2 2

-

-

x x

x x

2 0 2

2 0 2

(

(

1 1

2 2

+ -

+ -

:  

x - -2 2

x - 2 - - +

x + 2 - + +

(x - 2)(x + 2) + - +

0

0

0 0

+

(- ,-2]  [2, + ) :  f  

= /(-2, 2)  

79
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:

   
.    

x
x

2
3 7 2$

+

+   :    

:

x
x

2
3 7

2$
+
+  

x
x

2
3 7

2 0$
+
+

-  

x
x x

2
3 7 2 4

0$
+

+ - -     

x
x

2
3

0$
+
+  

x x3 0 3( =-+ =   :  

x x2 0 2( =-+ =   :  

:   x
x

2
3

0$
+
+  :   x  

    x x

x x

3 0 3

3 0 3

(

(

1 1

2 2

+ -

+ -
  

x x

x x

2 0 2

2 0 2

(

(

1 1

2 2

+ -

+ -

:  

x - -3 -2

x + 3 - + +

x + 2 - - +

x
x

2
3

+
+ + - +

0

0

0

+

 

, ,3 2,3 3- - -^ ^ h@   :  
= /(-3, -2]  

x
x
2 3
3 5

0$
- +

-  :     5
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:

     
.   

 x
x x

4
5 3 3

2

1
+

- +   :    

:

 x
x x

4
5 3

3
2

1
+

- +

 x
x x

4
5 3

3 0
2

1
+

- +
-

x
x x x

4
5 3 3 12

0
2

1
+

- + - -    

x
x x

4
8 9

0
2

1
+

- -   

x
x x1 9

0
4

1
+

+ -

^

^ ^

h

h h    

x x1 09+ - =^ ^h h   :   
 x 1=-   x 9=  

0x x4 4(+ = =-  :   

:   x
x x

4
1 9

01
+

+ -^ ^h h  :   x  

x x

x x

4 0 4

4 0 4

(

(

1 1

2 2

+ -

+ -

x x

x x

9 0 9

9 0 9

(

(

1 1

2 2

-

-

x x

x x

1 0 1

1 0 1

(

(

1 1

2 2

+ -

+ -

:  

x - -4 -1 9

x + 1 - - + +

x - 9 - - - +

x + 4 - + + +

x
x x

4
1 9

+

- -^ ^h h - + - +

0

0

0

0

0

+

 

(- , -4)  (-1, 9) =   

. x
x x

3
5

2
2

2
+
+

-  :     6
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«حاول أن تحل»

,3 1- -6 @  1

, .1 1 5^ h  2

2
16

8= نصف المحيط:   (a)  3

x8 ومنه  02- =x8 عرض المستطيل أي  -   
x0 81 1

 (b) ( ) ( )f x x x8= -

( )x x8 72- ) تعطي  )f x 72  (c)  

xx x 1 78 7 02
& 1 12- + -   

نعم، باستخدام متباينة المطلق كالتالي:  (a)  4

 x 4 02 H-

 x 42 H

 x 2H

x 2H x أو  2G-  

,R ( )2 2= - `  مجال الدالة هو:   

 (b) (1) , ( , )0 1,3 3-^ h

  (2) ,3 3-6 @

5  x2
3

3
51 #
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6  ( )( )
x

x x
3

1 6
02

+

+ +

^ h

x

x 1+ - - - +

x 6+ - + + +

x 3+ - - + +

( )
( )( )

x
x x

3
1 6

+

+ + - + - +

3- 1- 33- 6-

  , ,6 3 1, 3- - - =^ ^h h `  مجموعة حل المتباينة   

x
x x

7
7 7

01
+

- +^ ^h h  7

  يمكن تبسيط الحدودية النسيبة إذا كان العامل 
x 7 0!+

x x7 0 7&1 1- x ومنه  7!- فيصبح   

  , ,7 7 7,3- - -^ ^h h :لذا مجموعة الحل  

32

2-6
 

Solving Inequalities

   A 

:        (1)

(a) x x3 2 5 01- +^ ^h h  (b) x x2 3 5 02 $- -  (c) x x3 2 12 1- + -

(d) x x4 12 9 02 $+ +  (e) x x9 6 12 1- +  (f) x x21 4 22+

cmx2   cmx 2-^ h     (2)

2   x       (a)  

.        (b)  

   cm100 2  cm90 2      x     x    (c)  
.   

:    (3-9)  

(3) 
x
x

4
1

02 1
-

-  (4) 
x
x

1
1

02

2

#
+

-  (5) 
x x
x x

4 4
12

02

2

2
- +

+ -

(6) x x1
1

3
1

0#
+

+
-

 (7) x x2
1

1
2

02
+

-
-

 (8) x
x

x1 1 0
2
H

+
+

-

* (9) x
x

x
x2 1

1 2 0
3

G
+

+
-

         3  .    8     (10)
.       .(  )

    ( ) , ( ) , ( )f x y f x y f x y2 1=      ( ) :d y 1= -     (11)
:  

(a) ( )f x x x2 4 12
= + -  (b) ( )f x x 12

= +  (c) ( )f x x x4 12
= - + -

:      ( ) , ( )f x y f x y1$      ( ) :d y 2=     (12)

(a) ( )f x x3 22
= +  (b) ( )f x x x 22

= - -

. x
x x

3
5 6 0

2

2
+

-
-      

:

x x x x5 6 2 32
- + = - -^ ^h h  :  

x
x x

3

2 3
02

-

- -

^

^ ^

h

h h  :  

x x3 0 3(- = =   :       

x
x x

3

2 3
02

-

- -

^

^ ^

h

h h
1

1  x 3!  :    

x x2 0 2(2 2-  

2 3

        x 3=  
(2, )/{3} =  

 , ,2 3 3, 3^ ^h h =  

. x
x

7
49

0
2

#
+
-  :     7

    

:     

 y 5=   f x x x2 32
= + -^ h

. f x y1^ h     a

. f x y2^ h     b
x

y
5
4
3
2
1

1-1-1

-2

-2

-3

-3

-4

2

 . b   a          c

:

(-4, 5) (2, 5)   f    y = 5     a

,f x x5 4 261 ! -^ ^h h    

, ,f x x5 4 2,6 3 32 ! - -^ ^ ^h h h    b

:   c

( )

( )( )

f x

x x

x x

x x

x x

5

2 3 5

2 8 0

2 8 0

2 4 0

2

2

2

1

1

1

+ -

+ -

+ - =

- + =

  :

 

x 2=   x 4=-  
:   ( )( )x x2 4 01- +    x  
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x منحنى الدالة: 3= - يقطع المستقيم   8

) في نقطتين، حيث الإحداثيات  )f x x x6 52
= - +   

,x x2 4= = السينية 

x2 41 1 ، إذا كانت  ( )f x y1  

x 4$ x أو  2# ، إذا كانت  ( )f x y$  

33

  B 

:     b       a   (1 - 5)  
a  b    R   x 3 02 2+^ h     (1)
a  b   

x x
x 1

02 $
-

-     ,0 3^ h   x  (2)
a  b       x 3 2 12 1+ +^ h     (3)
a  b    ,1 3-^ h  x

x
1
2

1$
+
+     (4)

a  b    {3}  ( )x 3 02 1- -     (5)

.        (6-13)  

:  ( )x x3 1 3
1

2#- + +a k     (6)

a  x x3 2 3
5

02
- + - =  b  x x3

4
1 02 ++ =  c  x x3 04 32

- + - =  d  x x3 2 1 02
- + + =

:  ( )( )x x1 2 4 5 01- +      (7)

a  ,5
4

2
1

-` j b  , ,5
4

2
1

,3 3- -` `j j

c  , ,2
1

5
4

,3 3- -` `j j d  , ,5
4

2
1

,3 3- - -` `j j

:  ( )( )
x

x x
3

1 3
0

2

2
-

+ -      (8)
a  R  b  *R  c  3R - " , d  ,0 3R - " ,

:  [-2, 3]     (9)
a  x x 6 02 1- -  b  x x 6 02 #- -  c  x x 6 02 2- -  d  x x 6 02 $- -

:  x x 02 2+     (10)

a  R  b  ,0 3^ h c  0R - " , d      

:    f   x   ( ) ( )( )
( )

f x x x
x x

2 3 3 2
1

=
- +

+    (11)

a  ,3
2

2
3

-$ . b  ,3
2

2
3-

$ . c  ,3
2

2
3

$ . d  ,3
2

2
3-

-$ .

:  x x 2 02
+ - =     (12)

a  ,1 2-" , b  ,1 2-" , c  ,1 1-" , d  ,2 2-" ,

:       ( )f x    x   ( )f x x x3 12
12

= - + -    (13)

a  , 03-^ h b  ,0 3^ h c  6
1

$ . d  6
1

R - $ .

x x

x x

2 0 2

2 0 2

(

(

1 1

2 2

-

-

x x

x x

4 0 4

4 0 4

(

(

1 1

2 2

+ -

+ -

:  

x - -4 2

x + 4 - + +

x - 2 - - +

x x2 4- +^ ^h h + - +

0

0

0 0

+

0

0

0 0

+

xf 51^ h   6x  (-4, 2)  :   

xf 52^ h   6x   (- , -4)  (2, + )                                

1

1-1-1
-2
-3
-4

2
3

2

4
5
6

3 4 5 6

y

x

y = -3

f(
x)

 =
 x

2
 -

6
x 

+
 5

 

:      8

.y = -3  f x x x6 52
= - +^ h  

f x y=^ h    ,   f x y1^ h    ,   f x y$^ h  :   
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  B   A      300 km     B  A   
(x - 20) km/h    A   B      x km/h 

5 h 30 min   

.      

     

.   ◊  =    

.   x - 20    x   

5.5    5 h 30 min :       

:    300 km     

.x x
300

20
300

5 5+
-

=   = 
 

. x x5 5 710 6 000 02
- + =   

. x x1 1 142 1200 02
- + =  

:      

. .x x1 1
142

1 1
1200

02
- + =  1.1  

. . .x 1 1
71

1 1
61

1 21
3 721

0
2

- - - =` j   

. . . .x x1 1
71

1 1
61

1 1
71

1 1
61

0- - - + =` `j j  

x = 120     

100 km/h     120 km/h        

 

7 h 30 min              1

:            2

.      x  f x x x250 2 4002
=- + -^ h  

    100      a

           b

    c

85

.     ( )     ( )        

.               

f(x) = ax2 + b x + c ,    a, b !  a ≠ 0 :      

.     y = ax + b :        

.  f(x)  x               

.  f(x)           f(x)   

.    f(x)         

.    f(x)         

.   (h, k)  f(x) = a(x - h)2 + k :         

.   f(x) = a(x - h)2 + k   f(x) = ax2 + b x + c     

. x , y        

.                  

.           
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إجابات «مسائل إضافية»
1  + .x x

300
20

300
7 5

-
=

km/ تقريباً ومعدل  h91   سيكون معدل سرعته ذهاباً 
km/ تقريباً. h17 سرعته إياباً 

2  (a)  ( ) ( ) ( )f 100 100 250 100 2 4002
= - + -

فيكون ربحه 600 12  
 (b)
   ( ) ( )f x x x250 15 625 15 625 2 4002

= - - + --

  ( ) ( )f x x 125 13 2252
= - - +

يجب أن يبيع الحاسوب بمبلغ 125 دينارًا.  

أكبر ربح هو 225 13 دينارًا.  (c)  

المرشد لحل المسائل
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35

:        (22)

(a) x x8 15 02 #- +  (b) x x7 120 02 1- + -  (c) x
x x2

3 4
1 2!$-

-
- ^ h

.     y 8= -    ( )f x x x4 32
= - + -  :    (a)  (23)

( ) , ( ) , ( )f x f x f x8 8 81 2= - - -  :   (b)   

.(b)          (c)   

36

 

:       (1-2)  

(1) ( )f x x
x

x
x

x

x
1

2

2 2 9

1
2

2

=
+

-
+

+
-

+  (2) ( )f x
x

x x

7 4

4 4
2

2

=
+ -

- +

                 (3)
  16 m                
        .   7 m       

y a x 10 32
= - +^ h  :       

.         a   (a)  

 2.44 m      2.53 m            (b)  
       

      3 m           (4)
 .                 

.         23.8 m      

:      1 m             (a)  
k   .y x k0 08 9 2

= - - +^ h

       (b)  

                 (c)  
3.3 m

.                 (d)  

y x x42
= -  :     (a)  (5)

.          (b)  

:      (6-10)  

(6) ( )( ) ( )( )x x x x3 2 3 2 12- + - -  (7) ( )( )x x x4 9 3 2 12 #- - +

(8) ( )x x 3 02 2-  (9) ( ) ( )x x6 5 02 2- -

(10) 
( )x

x
2 7
3 1

02 $
-

-

34

  

:       (1-2)  

(1) ( )f x x
x

3
4 2

2
9 2

=
-

- +  (2) ( )g x
x

x

4

2 3
2

=
-

- + -

x      y        (3)

x 1 2 3 4 5
y 0 -1 0 3 8

 x, y       

:            (4-5)  
(4) x -1 0 1 2 3 4

( )f x -1 -3 -1 5 15 29
(5) x -1 0 1 2 3

( )f x -2 1 6 13 22

.             (6-7)  

( , ) , ( , )A V2 11 1 5   (7)  ( , ) , ( , )A V3 3 0 0-   (6)

.     .     (8-11)  

(8) ( )f x x 72
= -  (9) ( )f x x x2 62

= + +

(10) ( )f x x x5 32
= - + -  (11) ( )f x x 82

1 2
= - -

:       (12-15)  

(12) y x4 1= +  (13) xy 63
2

= -  (14) y x 102
= -  (15) y x 2 32

= + -^ h

.          :   (16)

.         .       (17-20)  

(17) y x x6 52
= - +  (18) y x x8 102

= - + -

(19) y x x2 3 12
= - +  (20) y x x 92

1
42

= - + -

               (21)

xxx

x2
1

120 3-^ h

 .(   ) .120 m

37

.  y           .    (a)  (11)

(2) 

x012345

y x2 2
=028183250

6   2  

(1) 

x012345

y x2=0246810

2   2  

     (b)  

(2)   (1)         (c)  

.(a)     x    ,y x y x4 42
= - + = - +  :       (d)  

(c)       

              y     (e)  
 

  )  x    (m)  y           (12)
.(m/s 

x 52 58 61 65 71 76 82 98

y 270.40 336.40 372.10 422.50 504.10 577.60 672.40 960.40   

.   x, y             

(   )   



Polynomials الوحدة الثالثة: كثيرات الحدود 
قسمت الدروس في هذه الوحدة إلى أجزاء.

1 - 3: دوال القوى ومعكوساتها

جزء 1: استكشاف دوال القوى ومعكوساتها.  

جزء 2: الدوال الزوجية والدوال الفردية.  

. r 1-^ h جزء 3: معكوس العلاقة  

2 - 3: الدوال الحدودية

جزء 1: الدالة الحدودية.  

جزء 2: سلوك النهاية.  

3 - 3: العوامل الخطية لكثيرات الحدود

جزء 1: عوامل وأصفار دالة كثيرة الحدود.  

4 - 3: قسمة كثيرات الحدود

جزء 1: القسمة المطولة.  

جزء 2: استخدام القسمة التركيبية.  

5 - 3: حل معادلات كثيرات الحدود

جزء 1: حل المعادلات بالتحليل.  

جزء 2: الأصفار النسبية الممكنة.  
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مقدمة الوحدة

الجبر هو أحد المجالات المهمة في الرياضيات، وقد 
جاء اسمه في كتاب عالم الرياضيات والفلك «محمد بن 
موسى الخوارزمي» تحت عنوان «الكتاب المختصر في 

حساب الجبر والمقارنة»، وقد شرح «الخوارزمي» في هذا 
الكتاب كيفية استخدام العمليات الجبرية التي تنظم إيجاد 
الحلول للمعادلات الخطيةّ والتربيعيةّ والتي تعتبر جزءاً من 

معادلات كثيرات الحدود.

والمتعارف عليه أن الجبر ينقسم إلى عدة فروع:

الجبر الابتدائي: يتم فيه دراسة خصائص الأعداد  ( أ ) 
الحقيقية، وتستخدم الرموز للتعبير عن المتغيرات 

والثوابت. كما يتم دراسة العمليات على الأعداد وكثيرات 
الحدود وطرائق إيجاد جذورها.

الجبر التجريدي: يتم فيه دراسة البنى الجبرية،  (ب) 
مثل المجموعات والزمر والحلقات والحقول وفضاء 

المتجهات...

الجبر الخطي: يتم فيه دراسة المتجهات، التحويلات  (جـ) 
الخطية، نظم المعادلات الخطية.

والمهم لدينا الآن هو أن الجبر الابتدائي يتم تدريسه 
للطلاب في المرحلة الثانوية، حيث يتوجه إلى معرفة 

الرياضيات ما بعد الأعداد فيتعامل مع كثيرات الحدود 
والمعادلات وطرائق إيجاد الجذور لها.

ويعتمد على العمليات الأساسية: الجمع ومعكوسه الطرح، 
وعلى الضرب ومعكوسه القسمة، كما يعتمد على رقمين 
لهما أهمية كبرى هما: الصفر ويسمى المحايد الجمعي، 

والواحد ويسمى المحايد الضربي.

وفي الختام لا بد من الإشارة إلى النظرية الأساسية في
علم الجبر لعالم الرياضيات «فريديريك غاوس»

«Frederic Gauss» والتي تنص على ما يلي: «كل معادلة 
كثيرة الحدود، غير الحد الثابت، لها على الأقل جذر 

واحد».

 
Polynomials

  :  

 .        .           :   1
   .                 
                   

.            .  

.                       :  2

.         :  3

:    4

:       

. . . . . ,y x x x x x0 00143 0 00166 0 236 1 53 0 739 04 3 2 2= + - + +  

.       

.            a

.      4  b

x

y

1

4

3

2

1

5

 6

2 3 4 5 6 7 8 9

 .        c

y ax bx cx d3 2
= + + +  :   

.             d

.           :  5

.         

 

           

3-13-23-33-43-5
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سلّم التقييم
التصميم والرسوم صحيحة بالكامل - المعادلات 

دقيقة ومفصلة - الحسابات صحيحة - التقرير 
واضح ومعبر.

4

معظم التصاميم والرسوم صحيحة - معظم 
المعادلات دقيقة ومفصلة - أخطاء طفيفة في 

الحسابات - التقرير بمعظمه واضح.

3

بعض التصاميم والرسوم صحيحة - بعض 
المعادلات مفصلة - أخطاء كثيرة في

الحسابات - التقرير بحاجة إلى تفصيل وإيضاح.

2

معظم عناصر المشروع غير كاملة. 1

مشروع الوحدة

يوفر هذا المشروع فرصة للطلاب لتعرف ناحية مهمة 
من فنون التصميم، وذلك باستخدام الرياضيات وخاصة 

الدوال الحدودية.

اطلب إليهم إجراء بحث مستفيض عن كيفية تصميم 
كل قطعة في السيارة، وكيفية استخدام منحنيات للدوال 

الحدودية. شجعهم على زيارة مؤسسات أو أصحاب 
اختصاص في عالم السيارات ليأخذوا أفكارًا تساعدهم 

على إتمام هذا المشروع.

اشرح لهم أن المعادلة الموجودة في هذا المشروع والتي 
تنمذج غطاء محرك سيارة جديدة لم تأت من المجهول 

بل هي نتيجة لدراسة تصاميم متعددة، ومن ثمّ تمّ استخدام 
إحداثيات بعض النقاط لإيجاد معادلة دالة كثيرة الحدود 

من الدرجة الرابعة. أخبرهم أن تصميم السيارة يرتكز على 
الهيكل من الخارج لمعالجة الاحتكاك على الطريق، ومع 

الهواء، وتخفيض كمية الوقود المستهلكة.

إجابات «أسئلة حول التطبيق»

.(d) إلى (a) تحقق من عمل الطلاب في الخطوات من

التقرير

ا أن يعكس التقرير الجهد والأبحاث  من المهم جدًّ
والدراسات لكل من شارك في تنفيذ المشروع.

اعرض تقريرك أمام زملائك في غرفة الصف، وناقش 
معهم النتائج والحسابات التي توصلت إليها، ثم أعد النظر 

ًّا. ببعضها إذا كان ذلك ضروري

 
.      

        
.         

       
   .      
        

.  

:   

x x x2 3 03 23 2
+ - - =  

 x x x2 3 233 2
+ - =

 x x x x2 3
2

032 !+ - = ^ h

x

y

1-1
-1
-2
-3

-5

-2-3-4

1

3
4
5

2 3

2

4 5-5

-4

  
 (   )   

•  .      
•  .          
•  .    
•  .     
•  .       

  
•  .     
•  .     
•  .    
•  

 

 .     
•  .      
•  .      
•  .   
•  .     

 

    -   -   -    -  
 -    -   -   -   -
  -   -   -   -   
.    -    -    -  - 
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38

3-1
  

Power Functions and their Inverses

   A 

                .     (1-4)  
.

(1) y x x1 R2 6 != - + (2) y xx R3 6 !=

x

y

21

1

-1
-1 x

y

1

1-1
-1

(3) ,y x x x2 2 12 6 3!= - + - h6 (4) /y xx
x

1 1R6 !=
-

" ,

x

y

1

1

2

2-1-2
-1

x

y

2

2

1

1-1-2

-2
-1

������ �	

 

y x

y x

2

4

=

=
)   :      1

.     

y x2
=1  , y x4

=2     2

x x2 41      x   
y x4

=2y x2
=1

x

6.55362.56-1.6
2.07361.44-1.2
0.40960.64-0.8
0.02560.16-0.4

000
0.02560.160.4
0.40960.640.8
2.07361.441.2
6.55362.561.6

 x x2 42      x   

         3
:

a  x x2 41  b  x x2 42  

x x6 41  :     4

    y x6=  :      
.    

    
 Exploring Power Functions and their Inverses  

.    .w c0 014 3
=  y x4

=  :  

:     
 , ,y ax a n0 Zn ! !=

+

  
    c  (g)   w    .w c0 014 3

=  :  
20 cm         .(cm)   

 :
.w c0 014 3=  

.0 014 20 3= ^ h  20  c  
g112=  

112 g  20 cm      

 .(1)     22 cm         1

  
Power Functions and their Inverses

3-1

 
 ï    

.  
 ï    

.  

:  
 ï 

Power Functions  
 ï 

Odd Function  
 ï 

Even Function  
 ïDomain  

:

   
Z
+   :  

:

    y axn
=

( )f x axn
=   :  

90

دوال القوى ومعكوساتها  :3-1

الأهداف  1

يستكشف الرسوم البيانية لدوال القوى.• 

يستخدم القوى والجذور لحل المعادلات.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

دالة القوى - دالة زوجية - دالة فردية - المجال.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة بيانية - ورق رسم بياني - جهاز إسقاط
(Data show) - حاسوب.

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

y x x4 32= - + اكتب الدالة التربيعية:    (a)
ًّا. بدلالة إحداثيات الرأس، ثم مثلّها بياني  

ما هي معادلة خط التماثل؟  

y x 42= - أوجد معكوس الدالة:    (b)
  هل المعكوس هو دالة؟ اشرح إجابتك مستعيناً 

باختبار المستقيم الرأسي.

y إلى عوامل خطية، x 42
= - حلل:    (c)

y 0= ثم أوجد مجموعة الحل عندما   

التدريس  5

 x , y تساعد الآلة الحاسبة العلمية على وضع جداول لقيم
لدوال القوى مما يسمح بالمقارنة بينها.

ساعد الطلاب على استكشاف هذه العلاقات في 
الجداول الواردة في فقرة «عمل تعاوني».
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39

.                 (5-9)  

(5) y x3
=  (6) ( )y x 21 3

= - +  (7) y x4
=

(8) y x 34
= - +  (9) y x4= -

:       (10-15)  

(10) y x3
1 3

=  (11) y x24=  (12) y x3
1 4

=

(13) y x3
1 3=  (14) y x 13= -  (15) y x 2 34

= + -^ h

.(cm)  ´pª    ´Mª   .M p0 008 3
=  :  (a)   (16)

80 cm         

.M  p  .M p0 008 3
=  :   (b)    

3.250 kg      (c)    

.            :     (17)

                     (18)

R1

R
2  V R R2 2 2

1= 2  :    (torus or donut)

V R6 2 3
= 2  :   R R3 21 =  :   (a)    

10       .  . cmR 1 272 =   R R3 21 =   V  (b)    

.     64 3
1

-^ h           64 2
1

-^ h       (19)

.a , n     ( )f x axn
=     :    (20)

a 01     n (b)  a 02     n (a)    

a 01     n (d)  a 02     n (c)    

  B 

.     b       a   (1-5)  

a   b      y x4
=  (1)

a   b      : , ), (f x xf3 3 R 5
$- =6 @  (2)

a   b      y x x=  (3)

a   b      y x 4 2
= +^ h  (4)

:  
   

 ï    

  
4y =1  
4y =2  
4y =3  
4y =4  

    )
   (  

y x4=  :   
 ï     

 {   y1

 ï ^     x    
 =     4   

  

 ´xª     (kg)  ´wª    ( ) .w x x15 625 3
=  

3.175m       ,       3.268m         .(m) 

 :

.  w(x) 

( ) .w x x15 625 3
=  

( . ) . .w 3 175 15 625 3 175 5003# .= ^ h kg

. . . .w 3 268 15 625 3 268 545 343# .=^ ^h h  kg

3.3m     (2)   2

x y

-3 -27
-2 -8
-1 -1
0 0
1 1
2 8
3 27

 1 
y = x3      

:   

           a

 

(4, 64) :           b

( , 0.125) (-0.5, -0.125) (-4,  )

      y = x3 :     (a, b)    c

    
1  (a, -b) 2  (-a, b) 3  (-a, -b) 4  (2a, 3b)

:         ´  ª    

.     y = x2 y = x4

1

1-1-2-3

2

2

3

3

4

4

5
y

x

y = x2

1

1-1-2-3

2

2

3

3

4

4

5
y

x

y = x4

.a ≠ 0    n  y = axn         
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ًّا  ثمّ اطلب إليهم الربط بين النتائج التي توصلوا إليها بياني
وتلك الموجودة على جدول القيم للدالتين:

y x2
=  , y x4

=  

في المثال (1)

تستخدم دالة القوى في حالات متعددة من جوانب الحياة 
. هي دالة قوى من  cw 0 014 3

= والبيئة، إذ نلاحظ أن: 
الدرجة الثالثة تربط وزن برتقالة بالجرام (g) بمحيط أكبر 

مقطع دائري فيها بالسنتيمتر(cm). اطلب إلى الطلاب 
.w بدلالة c إيجاد قيمة

في المثالين (4) ,(3)

وضّح للطلاب أن معرفة الدوال الزوجية والدوال الفردية 
تساعدهم كثيرًا على رسم بيان الدالة، إذ يمكن رسم جزء 

من بيان الدالة واستنتاج الجزء الآخر بالانعكاس في محور 
الصادات أو في نقطة الأصل.

في المثالين (6) ,(5)

ذكّر الطلاّب بمعكوس الدالة (الدرس 5-2)، وأشر إلى أن 
معكوس الدالة ليس بالضرورة دالة، ثم لاحظ العلاقة بين 

مدى الدالة ومجال معكوسها.

الربط  6

يوفر المثالان (2) ,(1) فرصة جيدة أمام الطلاب 
لاستخدام دوال القوى ومعكوساتها في مواقف حياتية 

متعددة.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يجد الطلاب صعوبة في التحويل بين دالة القوى 
x حيث إنّ: 

m
n xmn بـ  ومعكوسها، ساعدهم على ربط 

x xmn n
m

=

التقييم  8

توفر فقرات «حاول أن تحل» فرصة مهمة للمعلم كي يتابع 
طلابه، ويتأكد من مدى استيعابهم مفاهيم هذا الدرس 

ومهاراته.
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اختبار سريع
) هي دالة زوجية. ثم  )f x x 42

= - + 1  أثبت أن: 

ًّا. مثلّها بياني
( ) ( ) ( ), ,f x x x f x x x4 4 R2 2 6 !-- =- - + =- + =

) هي دالة زوجية. )f x لذا 

y

x

1

-1
-1

-2

-2

1

2

2

3

4

0

( )f x x 42
= - +  

f هي دالة  فردية. ثم  x x x23=- +^ h 2  أثبت أن: 

ًّا. مثلّها بياني
( ) ( ) ( )

( ), ,

f x x x x x

x x f x x x

2 2

2 R

3 3

3 6 !+

- = - - + - = - =

- - = - -^ h
 

^xf هي دالة فردية. h لذا  

y

x

1

-1
-1

-2-3

-2

-3

1

2

2 3

3

( )f x x x23
= - +  

40

       y x=     (5)

a  b    .     r  

.        (6-10)  

:  .y x0 2 4
=     (6)

a  .y x
0 2= 4  b  .y x

0 2!= 4  c  y x
2!= 4  d  y x54= -

.       (7)

a

x

y b

x

y c

x

y d

x

y

:      .y t4 9 2=   (8)

a  ,4 4- h6  b  ,4 2- h6  c  ,2 2-6 @ d  ,0 3h6

:  f 1-    : , , ( )f f x x
4 4 64R

3

$- =6 @    (9)

a  R  b  R+ c  ,4 4-6 @ d  ,1 1-6 @

x

y

1

 :    f  .       f 1-     (10)

a

1

x

y b

1 x

y c

1 x

y d

1

x

y

.     (1)      (2)      (11-12)  

(2) (1) 

x 0=     a

y 0=     b

xy =     c

  d

:       (11)

:       (12)

     
    (  )
 180∫   
    

.  

:

    
.  

:    y = x3        "1 "   

1

1-1
-1

-2

-2

-3

-3

-4

2

2

3

3

4

4

5
y

x

y = x3

.a ≠ 0    n  y = axn         

Even Functions and Odd Functions     

:       D   ( )y f x=   

1  ,D Dx x6 ! !-  2  ( ) ( )x xf f- =

.     ( )        

.R        ( ) , ( )x x x x xf h R2 4 6 != =  :

x R6 !  x R!-   :  

1

1-1-2-3

2

2

3

3

4

4

5
y

x

  ( ) ( ) ( )f x x x f x2 2
- = - = =   :

 ( ) ( ) ( )h x x x h x4 4
- = - = =   :

   D   ( )y f x=   

:    

1  ,D Dx x6 ! !-  

2  ( ) ( )x xf f- = -

1

1-1
-1

-2

-2

-3

-3

-4

2

2

3

3

4

4

5
y

x

        

.     ( )

.    ( )f x x3
=  :  x R6 !  :

 x R6 !  , x R!-  :  

  ( ) ( ) ( )f x x x f x3 3
- = - = - = -  :
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:

     
.    

.                
a  ( )f x x2 7

=  b  xy 8
-=

c  xy 2 2= +^ h  d  ( )h x 4=

:
a  ( )f x x2 7

=

 ( ) ( ) ( )f x f xx x2 27 7
- = - = - = -  6x ,   -x dR

f x f x- =-^ ^h h  :    

b  y x8= -  ( )y g x=    
 ( )g x x x g x8 8

- = - - = - =^ ^h h  6x ,   -x dR

 g x g x- =^ ^h h :     

c  y x 2 2= +^ h  ( )y v x=   
 v x x x2 22 2!- = - + +^ ^ ^h h h  6x ,   -x dR

 v x v x!-^ ^h h :     
 v x x 2 2!- - +^ ^h h

v x v x!- -^ ^h h     

      
d  ( )h x 4=

 ( ) ( )h h xx 4= =-  6x ,   -x dR

 h x h x- =^ ^h h  :    

.                 3
a  ( )f x x1

5
=  b  ( )f x x2 =

c  ( )f x x23
4

=  d  ( )f x x 34
3= +^ h

93

،y x4 3
= 3 أوجد معكوس دالة القوى: 

ًّا. ثم مثلّ الدالة ومعكوسها بياني  
y x x y4 43 3

(= =  

y x y x
4 4

3
(= =

3  

y

x

1

-1
-1

-2-3

-2

-3

1

2

2 3

3

4 y x4 3
=

y x
4=

3

 

إجابات وحلول  9

«عمل تعاوني»

1  , ,x 0 1 1= -

2  . , . , . , . ) ; . , . , . , . )( (1 6 1 2 1 2 1 6 0 8 0 4 0 4 0 8- - - -

3  (a) ( , ) ,1 1,3 3- - ^ h

 (b) ( 1,0) 0,1,- ^ h

4  , ,1 0 0 1,-^ ^h h

تحقق من عمل الطلاّب

«حاول أن تحل»
1   cmc 22=  , w 149.  g

2   ( . ) .w 3 3 561 5. Kg
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Inverse Relation r 1-
^ h  r 1-^ h  

:    .       

  .a  b       b    a   r   

  .r 1-       (b, a)  r    (a, b)  

  .r    r 1-^ h   

  .     r         y = x :   

-3

-2

2

3

4

9

r-1

-3

-2

2

3

4

9

r

                    
.

y x2 4
=   :   

:

y x2 4
=  y 0$   

x y2 4
=  x , y  

x y2
4

=  y    

x x x,y y 04
1

4 4
1

4
1

( H= =2 2` ^ `j h j       

x y2
4
1

! =` j

y x
2

4
!=   y x2 4

=  

y x5 3
=  :    5
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.                 .    
a  ,y x x R5 != b  , ,y x x 33!= -6 @

x

y

1
-1
-2

-3

-4

1

2

3

4

2 3

y 
=

 x
5

-1-2-3

x

y

y =
 |x|

1

1

2

3

5

4

6

2 3-3 -2 -1

c  , ,y x x2 14 3!= -^ h d  ,y x x2 R!=

y =
 2

x4

y

1

1

2

3

-3 -2 -1

5

4

6

2 3

y =
 2x

x

y

1-1-2-3
-1
-2
-3

1

2

3

4
5

2 3

:
  �  ( )      �  a

  �  ( )      �  b

     �         �  c

  �  ( )      �  d

.                 .     4

a  
2

1

1-1
-1

-2

b  

2

2

1

1

3

-1

c  
2

1

1-1
-1

y = 3x y = 4x2 + 1 y = 2x3
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3  (a) ( )f x x5
=1

  ( ) ( )x x xf 5 5
- = - = -1

  ( )f x-= 1

`  الدالة فردية.     

 (b) ( )f x x=
2

  ( ) ( )f x x f x- = - = -
2 2

`  الدالة فردية.     

 (c) ( ) xf x 2 4
=3

  ( ) ( )f x x x2 24 4
- = - =3

  ( )xf
3

=

`  الدالة زوجية.     

 (d) ( )x xf 3 3= +4 ^ h

  ( )f x x x3 33 3- = - + = - -4 ^ ^h h

`  الدالة ليست زوجية وليست فردية.    

`  فردية. نقطة الأصل هي نقطة تماثل    (a)  4

`  زوجية. المحور الصادي هو محور تماثل    (b)  

`  فردية. نقطة الأصل هي نقطة تماثل    (c)  
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:
 f    

 f 1-  

:
 ï (a, b)     

      
    (b, a)

.
 ï    

   
    

.  

( )f x x 2= +  :   

( ) ,f x xx 2 2H= + -  :

y x 2= +  y     

x y 2= +  x  , y   

x y 22
= +    

xy 22
= -  y   

 ( )f x x 2= +    

2 ,f (x) x x 01 2 H= -
-

( )f x x 4= -  :    6

.          

.       

   

y = x2

y

x

y x2=

2

2

4

-2

y x!=

y

x

y x=

y x= -

2

2
 

 

y = x3
x

y

-1
-1

1

1

y x3
=

....x

y

-1
-1
-2

-2 1 2

2
1

....

y = x4
x

y

1

1

y x4=

....

y

x

2

2
....

96

5  5y x3
=

 y
x5

3
=

 x
y5

3
=

 y
x
5= 3

6  ,y x x4 02 $= +

«تدريب»
y x y x3 3

&= = المعكوس دالة , 

y x y x4 4
& != = المعكوس ليس دالة , 

 «نشاط 1»

(a) في الربع الأول والربع الثالث من المستوى الإحداثي

( , )( . , . ) ,0 5 0 125 4 64- -  (b)

( , )a b- -  (c)
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41

3-2  

Polynomial Functions

   A 

.               (1-9)  

(1) x x2 9 3 72 2
+ - -^ ^h h

(2) x x x x7 8 5 9 92 2
+ - + -^ ^h h

(3) x x x x x7 9 8 11 5 161323 3
+ + + - - -^ ^h h

(4) x x x x x x30 49 7 50 75 603 2 3 2
- + + - -^ ^h h

(5) x x
6

3 45
+

(6) x x5 6 22
-^ h

(7) x 12 2
+^ h

(8) c c c2 3 2 4 2 1- + -^ ^ ^h h h

(9) w 1 4
-^ h

.             :    (10)

R

h = 10 cm

 .       (a)    

.         (b)    

.       (c)    

.       (11-15)  

(11) y x3 2= +

(12) ( )f x x x2
= - +

(13) ( )f x x2
1

24
= -

(14) y x x4 54 5
= - +

(15) ( )f x x x x2
1

4 13 2
= - - + -

 
 ï    

.
 ï     

.  
 ï     

.  

:  
 ï  

Leading Coefficient  
 ïCubic Term   
 ï  

Quadratic Term  
 ïLinear Term   
 ïConstant Term    
 ïDegree  
 ï  

General Form  
 ï  

End Behavior  
 ï   

Polynomial  

3-2

������ �	

          .    1
.              .

.    

.        2.

       3

      4

        5

     ( )    a  6
.        

         b  
           

.(   )            

(  )   
 ... a x a+ + +n( )P x a x a x1

1
1 0n n

n
= + -

-

.     n 

  , ... ,,a a a an n n1 2 0- -  

:  ( )P x        ´  ª  

( )P x x x x2 55 23 2
= -- -

    
 

 

  

         .       
       .      .  
              .

.     
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الدوال الحدودية  :3-2

الأهداف  1

يصف منحنيات كثيرات الحدود.• 

ينمذج بيانات باستخدام دوال كثيرات الحدود.• 

يصف سلوك النهاية لدوال كثيرات الحدود.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

المعامل الرئيسي - حد تكعيبي - حد تربيعي - حد 
خطي - حد ثابت - سلوك النهاية - درجة - الصورة 

العامة - حدودية أو كثيرة حدود.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة بيانية - ورق رسم بياني- جهاز إسقاط
(Data show) - حاسوب.

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

y، ثم اذكر ما إذا كانت  x 22
= + ارسم بيان الدالة:   (a)

زوجية أو فردية وحدد نوع التماثل.

y، ثم اذكر ما إذا كانت  x x3
= + ارسم بيان الدالة:   (b)

زوجية أو فردية وحدد نوع التماثل.

أوجد معكوس العلاقة r الممثلة على الجدول، ثم   (c)
.r-1 ومعكوسها r مثلّ على مستوى إحداثي واحد العلاقة

x -1 0 1 2
y 3 1 -1 -3  

التدريس  5

تابع عمل الطلاب بعناية في فقرة «عمل تعاوني» وبخاصة 
عند رسم بيان الدوال على الآلة الحاسبة البيانية، وعند 

محاولتهم رسم كل دالة على بطاقة. ناقش معهم الإجابات 
التي توصلوا إليها في الأسئلة (2)، (3)، (4)، (5)، لأن ذلك 
سوف يساعدهم كثيرًا على فهم طبيعة منحنيات دوال كثيرة 
الحدود، وسلوك النهاية لمنحنى كل دالة بحسب درجتها. 

توسع في هذه الفقرة في الشرح والنقاش والحوار.
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  B 

.     b       a   (1-4)  

a  b  .     ( ) ( ) ,f x ax a x a2 5 R3 2 6 != + + +    (1)

a  b   2  ( )f x x x x3 12 5 3 2
= - -^ h     (2)

a  b   .     x x1 12 3
- +^ ^h h   (3)

a  b   .  n   n       (4)

.        (5-7)  

:  x 1 3
+^ h  (5)

a  x 13
+  b  x x x1 12

+ + +^ ^h h

c  x x x3 3 123
+ + +  d  x x x 13 2

+ + +

x x2 3 64
- +      (6)

a  x x x x2 3 92 24 4
- + - - -^ ^h h b  x x2 3 64

- +^ h

c  x x x x3 3 3 2 44
- + + - -^ ^h h d  x x x2 633

- +^ h

:  x

y

      (7)

a  ,6 3^ h b  ,5 4^ h c  ,5 3^ h d  ,6 4^ h

.     (1)        (2)      (8-11)  

(2) (1) 
a  ,6 3^ h

b  ,5 4^ h

c  ,5 3^ h

d  ,6 4^ h

:   

( )f x x x24 5
= -  (8)

( )x x xg 52 3
= + +  (9)

a  ,6 3^ h

b  ,5 4^ h

c  ,5 3^ h

d  ,6 4^ h

:   

( )f x x x76
= - +   (10)

( )g x x 22
1 4

= -   (11)

:

    
    n   

.  (n + 1) 
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x + 32

3x2 + 5x - 2 3

2x3 - 5x2 2 

-x4 + x3 - 1   3

.            
a  x x57 4

- +       b  x x x x5 54 23 2 3 2
- + +^ h       c  l l2 5 12

- -^ ^h h

:
a  x x x x57 5 74 4

- + = -

x5 4        

.      

.        

b  x xx x5 54 23 2 3 2+- +^ h

x xx x5 54 23 2 3 2
= - - +

x2 2
= -

x2 2
-        

.       

.         

c  l l52 12
- -^ ^h h

 l l l2 2 5 53 2
= - - +

 l l l2 5 2 53 2
= - - +

l2 3        

.       

.         
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في المثال (1)

حدود  كثيرة  كل  كتابة  على  الطلاب  المثال  هذا  يساعد 
باستخدام  اسمها  وكتابة  درجتها،  لإيجاد  العامة  بالصورة 
عدد حدودها. ركز انتباه الطلاب على اسم كثيرة الحدود 
باستخدام درجتها. أخبرهم أنه يوجد كثيرة حدود ثابتة حيث 
درجتها الصفر وكثيرة حدود خطية درجتها واحد وكثيرة 
حدود تربيعية درجتها اثنان وكثيرة حدود تكعيبية ودرجتها 
ثلاثة. وضح لهم أنه من الدرجة الرابعة وما فوق نقول حدودية 
الخامسة.... الدرجة  من  حدودية  أو  الرابعة  الدرجة  من 

ألفت انتباه الطلاب إلى الفرق بين عدد الحدود ودرجة 
كثيرة الحدود لتفادي الالتباس.

في «نشاط إثرائي»

يوفر هذا النشاط فرصة أمام الطلاب لنمذجة بيانات واقعية 
هذه  إن  حيث  الرابعة  الدرجة  من  الحدود  كثيرة  بدالة 
نتائج  توقع  يمكن  وبالتالي  قيم.  خمس  تتضمن  البيانات 
معقولة تعبر عن تطور إنتاج الذهب في العالم خلال أي سنة.

في المثال (2)

ركز مع الطلاب على مفهوم سلوك النهاية انطلاقاً من 
درجة كل دالة كثيرة الحدود واستنادًا إلى إشارة المعامل 

الرئيسي في كل دالة. هذا المفهوم سيساعد الطلاب لاحقًا 
على تصحيح أخطاء الرسم البياني.

الربط  6

يربط النشاط الإثرائي بيانات من الحياة الواقعية بنموذج 
من الدوال الحدودية.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في تحديد سلوك النهاية لبيان دالة 
كثيرة الحدود. ساعدهم على فهم سلوك النهاية بالترابط 

مع درجة الدالة وإشارة المعامل الرئيسي لهذه الدالة، من 
حيث كونها موجبة أو سالبة.

التقييم  8

لاحظ الطلاب أثناء إجابتهم عن فقرات «حاول أن تحل» 
لتكوّن فكرة واضحة عن مدى فهمهم لما ورد في هذا 

الدرس.
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:

    
.once (oz)

   28.349 g
.28.35 g

:

     
    

.     

:

.1988  13  

.             1

a  x x 54 6- +  b  x xxx3 4 23 2 3
+ - +^ h c  x6 2 5

-

.        

.             

(  )  

        .         
.1988         

 197519801985199019952000

  38.539.249.370.271.682.6

:
.    

 .1975  0  .  
.     

  :     

    
0 5 10 15 20

 ...f x a x a x a4
4

3
3

0= + + +^ h  

.a 9 0333333 104
4

#=
-  

.a 0 05192962963 = -  

.a 0 95902777782 =  

.a 3 8987534211 = -  

.a 38 857539680 =  

. . . . .f x x x x x0 0009033 05193 0 959 899 38 860 34 3 2
= - + - +^ h  :

.       

yx

46.1578
49.5199
52.87510
56.1211

59.16812
61.95913

 .    1988     

.f 13 61 96.^ h

  62  1988       

.
•  .1997          
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اختبار سريع

1  اكتب كثيرة الحدود بالصورة العامة، 

وصنفها من حيث الدرجة وعدد الحدود 
x x x x2 3 5 4 23 2

- + - +^ h

x x x x x x x6 10 4 2 2 10 22 3 2 3 2-- + + = + - +  
من الدرجة الثالثة، رباعية الحدود.

2 عينّ سلوك النهاية: 

(a) ( )f x x x4 54 2
= - + +

-1 سالب. سلوك النهاية لجهة  =   المعامل الرئيسي 
 4 = اليمين هو إلى أسفل. درجة كثيرة الحدود 

زوجية. سلوك النهاية لجهة اليسار مشابه لليمين، لذا 
. ,5 4^ h :سلوك النهاية

(b) ( )f x x x3 25 2
= + -

1 موجب. سلوك النهاية لجهة  =   المعامل الرئيسي 
5 فردية.  = اليمين هو إلى أعلى. درجة كثيرة الحدود 
سلوك النهاية لجهة اليسار معاكس لليمين، لذا سلوك 

. ,35^ h :النهاية
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خلفية علمية

 استخدم آلة حاسبة بيانية لتحدد أفضلية التمثيل بين 
النموذج الخطي والنموذج التربيعي والنموذج التكعيبي 

للبيانات في الجدول التالي:

210-1-2-3x

62562-1y  
  أدخل البيانات إلى الآلة الحاسبة البيانية، ثم قارن بين 

البيانات التي تحصل عليها، تجد النموذج التكعيبي هو 
الأفضل، لأنك تلاحظ أن النموذج الخطي يمر بنقطتين 

فقط، وأن النموذج التربيعي يمر بثلاث نقاط، ولكن 
النموذج التكعيبي يمر بأربع نقاط.

y

x1

1

2

2

-4 -3 -2

-2

-1
-1

3

3

4

5

6
y x 4= +

y x x 5
2

= - - +

y x x3 4
3

= - +

 
إجابات وحلول  9

«عمل تعاوني»
تحقق من إجابات الطلاب، وناقشهم في كل ما يتوصلون إليه 

من إجابات، ثم شجعهم على التعاون مع بعضهم بعضًا.

«حاول أن تحل»
1  (a) x2 5- +

من الدرجة الأولى، ثنائية الحدود.    

 (b) x x x43 2
+ -

من الدرجة الثالثة، ثلاثية الحدود.    

 (c) x2 65
- +

من الدرجة الخامسة، ثنائية الحدود.    

End Behavior   

                  
.       

.           

.                  

 

  

   
 

  

d   n
1

 
x

y

-6

20

30

6

y x x x534 3
= - +

d   n
-1

 

x

y

-3

10

6 93

y xx 62
= - +

d   n
1

 

y

-6

10

20

6

y x3
=

d   n
-0.3

 x

y

-6
-10

10

20

63-3

.y xx0 3 4 23
= - + +

x

100
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كثيرة الحدود من الدرجة الثالثة (فردي)  (a)  2

-1 (سالب) = المعامل الرئيسي   

  سلوك النهاية جهة اليمين لأسفل، سلوك النهاية جهة اليسار 
معاكس لجهة اليمين. 

,6 4^ h :سلوك النهاية هو `  

+4 (موجب) = المعامل الرئيسي   (b)  

4 (زوجي) = درجة كثيرة الحدود   

  سلوك النهاية جهة اليمين لأعلى سلوك النهاية جهة اليسار 
مشابه لجهة اليمين.

,36^ h :سلوك النهاية هو `  

كثيرة حدود من الثالثة (فردي)  (c)  

2 (موجب) = المعامل الرئيسي   

سلوك النهاية جهة اليمين لأعلى، وسلوك النهاية جهة اليسار    
معاكس لجهة اليمين.  

,35^ h :سلوك النهاية هو  `  

كثيرة حدود من الدرجة الرابعة (زوجي)  (d)  

-1 (سالب) = المعامل الرئيسي   

  سلوك النهاية جهة اليمين لأسفل، سلوك النهاية جهة اليسار 
مشابه لجهة اليمين.

,5 4^ h :سلوك النهاية هو  `  

«نشاط إثرائي» (الربط بالحياة)
( ) . .f 22 0 0009033 22 0 0519 224 3= -^ ^h h نوجد: 

 . ( ) . ( ) .0 959 22 3 899 22 38 862
+ - +

( )f 22 76. ومنه (مليون أونصة) 

.        
a  y x x4 33

= -  b  ( )f x x x x2 8 84 3 2
= - + -

c  ( )g x x x4 32
= - +  d  ( )h x x x2 23

= - + +

:

(  ) 4   a

.        

.( )       

.             

.(  )     

(  ) -2   b

.        

.( )       

.              

.(  )     

(  ) 1   c

.        

.( )       

.              

.(  )     

(  ) -1   d

.        

.( )       

.             

.(  )     

.         2
a  y x x2 63 2

= - + +  b  y x x4 34
= -

c  ( )f x x x2 3 -=  d  ( )h x x x4= -

101
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3-3
   

Linear Factors of Polynomials

   A 

.           (1-3)  

(1) y x x x3 4 5= + + +^ ^ ^h h h (2) y x x3 12
= - -^ ^h h (3) y x x x1 1= - +^ ^h h

  x 3+     x 4+     x2 1+      :  (4)
.(1)  x x2  x3      

1 x3x2

x 3+ x 4+
x2

1
+

x          

    x2 3-     x2 3+  :       :  (5)
.         .   x3

.      (6-8)  

(6) y x x1 2= - +^ ^h h (7) y x 3 3
= +^ h  (8) y x x x2 92

= - +^ ^h h

.                   (9-12)  

(9) y x x2 2= - +^ ^h h (10) y x x x1 2 3= + - -^ ^ ^h h h

(11) y x x 2 2
= +^ h  (12) y x x x1 2 12

= + - -^ ^ ^h h h

               :     (13)

:              :     (14)
y

x

(A) (x, y)

 y x x2 42
= - + +

.       (A)     (a)    

x 2 2
1

=        (b)    

:        :     (15)

.       1          

 
 ï     

.
 ï     

.  
 ï.     

:  
 ï  

Maximum Value  
 ï  

Factors of a  
Polynomial Function  

 ï   
 Zeros of a Polynomial 
Function  

 ï 
Factor Theorem  

:

    
    
   

.  
:  6   :

, , ,1 2 3 6! ! ! !

���
��� ���� �
�
    

.          

:  x x x 62 53 2
- - +  :    

x 1-^ h , x 2+^ h , x 3-^ h

:     x 1-^ h , x 2+^ h , x 3-^ h :      1

x x x 62 53 2
- - +  

6             2

              
.

.        x x x1 2 5+ + +^ ^ ^h h h :  

:

x x x x x x x1 2 1 105 5 22
+ + + = + + + +^ ^ ^ ^ ^h h h h h  x 5+^ h x 2+^ h 

x x x1 1072
= + + +^ ^h h  

x x x x x10 107 73 2 2
= + + + + +  

x x x8 17 103 2
= + + +  

x x x8 17 103 2
+ + +   x x x1 2 5+ + +^ ^ ^h h h   

.        x x x1 1 2+ + -^ ^ ^h h h :   1

3-3   
Linear Factors of Polynomials
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العوامل الخطية لكثيرات الحدود  :3-3

الأهداف  1

يحلل كثيرة الحدود إلى عوامل.• 

يكتب دالة كثيرة الحدود باستخدام أصفارها.• 

يربط بين الأصفار والعوامل.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

عوامل دالة حدودية - أصفار دالة حدودية - القيمة 
العظمى - نظرية العامل.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة بيانية - ورق رسم بياني - جهاز إسقاط
(Data show) - حاسوب.

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

ارسم بيان الدالة التالية:  (a)

y x x4 32
= + +

حدّد سلوك النهاية لكل دالة مما يلي:  (b)

(1) y x x3 52
= - + -

(2) y x x4 23 2
= - + +

(3) y x x4 13
= + -

(4) y x x4 34 2
= - +
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.          :    (16)

          (a)    

x 4+

x 1+

x 3+

x2 1+ x 2+

 .          

.       (b)    

:           (17-20)  

(17) , 11 -  (18) , ,0 1 2 (19) , ,4 1 3- -  (20) , ,2
1

2
1

2
-  (  )

  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b   f 2
3

0=a k   x2 3+^ h    f   (1)

a  b   g 2 0- =^ h   g     x 2+^ h   (2)

a  b   k 1= -   x   ( )f x x x k2 124
= - + +    (3)

    n      (4)
a  b    .     

a  b   ( )p x x x x23 2
= - -  :     x 1+^ h  (5)

.        (6-13)  

:          x a2= -    (6)

a  x a2-^ h b  x a2 +^ h c  x a2 -^ h d  x a2+^ h

:       x 1-^ h        (7)

a  x 1 2
-^ h  b  x x2 -  c  x 12 -  d  x 12 +

1

1

-1 2

2

3 x

y  :  ( )f x 0=          f   (8)

a  , ,1 2 3-" , b  , ,2 31 - -" ,

c  , , ,1 0 2 3-" , d  0" ,

:  ( )f x     x2 3+ , x2 3- , x3     (9)

a  x4 92
-  b  x x3 4 92

+^ h c  x x912 2
-  d  x x12 273

-

:  ( ) x xf x k2 22
= + - +^ h     x 1-^ h   k   (10)

a  1 b  2 c  0 d  1
2

.     x x x2 10 123 2
+ +  :   

:

x x x x x x2 10 12 2 5 63 2 2
+ + = + +^ h    2x

x x x2 2 3= + +^ ^h h    x x5 62
+ +  

x x x x x x2 2 2 5 63 2
+ + = + +^ ^ ^h h h :  x 2+^ h , x 3+^ h 

x x x2 10 123 2
= + +  

.     x x x12 2 313 2
- +  :    2

.        
 ( )  ◊  ◊  =  :    

 V l w h: :=  
.           

  
3 dm            

.       x dm         

 ́xª  ´Vª       a

.     b

:

x3 2-^ h           a

, ,x x x33 2 2- -^ ^h h :   

V l w h: :=   ◊  ◊  =  :

V x x x3 2 3 2= - -^ ^h h  

V x x x4 2 913 2
= - +  

:  x    

( )V x x x x4 2 913 2
= - +

b    x       ,       x3 2-^ h  

  x3 2 02-       ,      x 02  

  .x 1 51           ,       x 02

, .0 1 5^ h :     

Length l  
Width w  
Height h   

h

w

l
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التدريس  5

يوفر هذا الدرس فرصة أمام الطلاب لتبيان العلاقة بين 
الصورة العامة لدالة كثيرة الحدود وتحليلها إلى عوامل 

خطية، مما يساعد كثيرًا على إيجاد الحلول الجبرية 
لمعادلات كثيرات الحدود، كما أنه يركز على العلاقة 

بين الحلول الجبرية والحلول البيانية لكثيرات الحدود من 
درجات مختلفة.

في المثالين (2) ,(1)

ينمذجان العلاقة بين الصورة التحليلية إلى عوامل والصورة 
العامة وبالعكس. فنرى أنه بتفكيك الصورة التحليلية 

نحصل على الصورة العامة، كما أن تحليل الصورة العامة 
يعطينا الصورة التحليلية إلى عوامل خطية.

في المثال (3)

ينمذج حالة واقعية إلى دالة كثيرة الحدود يستخدم فيها 
الصورة التحليلية والرسم البياني لإيجاد قيمة عظمى لحجم 

علبة ضمن شروط محددة.

في المثال (4)

يساعد الطالب على إيجاد أصفار الدالة وتكوين جدول 
قيم لرسم منحنى تقريبي لدالة كثيرة الحدود مراعياً سلوك 

النهاية، وذلك من دون استخدام الآلة الحاسبة.

في المثال (5)

وضح للطلاب كيفية كتابة العوامل الخطية لدالة كثيرة 
الحدود إذا عرفت أصفارها.

) هو  )x a- x هي أحد أصفار الدالة، فإن  a= أخبرهم أن 
عامل خطي لهذه الدالة.

الربط  6

يوفر المثال (3) فرصة أمام الطلاب لربط حالة حياتية بدالة 
كثيرة الحدود، لإيجاد نتائج محددة لا يمكن الحصول 

عليها إلا برسم منحنى الدالة.
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 8 cm   12 cm          3

 x cm        . x cm

x          a

.     b

(3)   ( )f x x x x4 12 93 2
= - +  :     

y

x

0.5

0.5

-1.5

1

2

1 2

1.5

1.5
-0.5

-0.5

-1

2.5

 :  

    x 0=      .x 1 5=

        
.        

  (0, 1.5)       
. .x 0 5=    2

   2 dm3       
:     0.5 dm  

. dm3 2 0 5 2#- =^ h

    

Factors and Zeros of a Polynomial Function  

              
.        

y x x x2 1 3= - + +^ ^ ^h h h  

.         

:

.          

x + 3 = 0 x + 1 = 0 x - 2 = 0

x = -3 x = -1 x = 2

2, -1, -3 :     

:  

    
     
     
     

.  
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أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطىء الطلاب في كتابة دالة كثيرة الحدود إذا عرفت 
 x 3= - x أو  2= أصفارها. اعرض أمامهم حالتين مثل: 
) هو عامل  )x 2- لتحديد العامل الخطي المقابل فيكون 
) هو عامل خطي آخر. ركّز معهم على  )x 3+ خطي، ثم 

أن x أيضًا عامل خطي صفره الصفر.

التقييم  8

تساعد فقرات «حاول أن تحل» المعلم على تكوين فكرة 
واضحة عن إمكانيات طلابه في التعامل مع دالة كثيرة 

الحدود، عند تحليلها إلى عوامل خطية أو كتابتها بالصورة 
العامة.

اختبار سريع

x بالصورة  x x2 1 3 4 2- - + -^ ^ ^h h h :1  اكتب

العامة.

 x x x6 23 26 83 2
- + - +

x إلى عوامل  x3 273
- + 2  حلل كثيرة الحدود: 

خطية.

 ( )( )x x x3 3 3- - +

3  اكتب دالة كثيرة الحدود حيث أصفارها:

, بالصورة العامة. ,4 2 3-

( )f x x x x x x x4 2 3 5 2 243 2-= + - = - - +^ ^ ^h h h
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:
    
     

.   

:
 , 

  

:    

y = (x - 2)(x + 1)(x + 3)

0
1 2 3 4

4
3
2
1

-1-1
-2

-5
-6
-7
-8
-9

-3

-3
-4

y

x

 2, -1, -3 :   

:  

( )    

     

( )     

     

.( )    

.(  )   

:  

3210-1-2-3-4x

240-8-6040-18y

y x x x7 5 3= - - -^ ^ ^h h h    4

.          

.           

.     

 

.      a,       (x - a) 

      a      (x - a)    
.   

.   5,      (x - 5) 

.     5      (x - 5)    

.   3,-      (x + 3) 
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إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»
2  تحقق من إجابات الطلاب.  - 1

«حاول أن تحل»

1  x x3 23
- -

2  x x3 2 1 2
-^ h

3  (a) ( )V x x x96 3
= -

 (b) x0 81 1

x 7= x أو  5= x أو  3=  4

y

x

1

1 2 3 4 5 6 7
0

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5
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:

     
    
    
.´  ª   

.    -2 , 3 , 3 :      

:

 :    
3,3,-2

 
(x - (-2)) , (x - 3) ,(x - 3) :      

( )f x x x x2 3 3= + - -^ ^ ^h h h  

x x x2 6 92 -= + +^ ^h h  x x3 3- -^ ^h h 

x x xx x6 9 2 6 92 2
= - + + - +^ ^h h   

x xx x x6 9 2 12 183 2 2
= - + + - +  

x x x 184 33 2
= - - +  

:    

( )f x x x x 184 33 2
= - - +

-4 , -2 , 1 :          a  5

-4 , -2 , 0 :          b  

.   -1     3         c  

.        b   0     :   d  

 a  , b           e  

.    

.           

.           

x x3 042
+ - =  :   x 1= +^ h  1

y x x3 42
= + -  :        (+1)  2

y x x3 42
= + -  :     (+1)  3

x x3 42
+ -  :      (x - 1)  4
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45

:    k   x k-     ( )f x x x3
= -   (11)

a  0" , b  1-" , c  1" , d  , ,0 1 1-" ,

:  x 2 2
-^ h     ( )f x     (12)

f      x 2=  b  f     x 2=  a  

f      x 2= -  d  f     x 2= -  c  

:    x m+   (13)

a  ( )f x x m2
= +  b  ( )f x x mx3

= +

c  ( )f x x mx3 2
= +  d  ( )f x x m22

= +

5  (a) ( )f x x x x4 2 1= + + -^ ^ ^h h h

  ( )f x x xx 5 2 83 2
= + + -

 (b) ( )f x x x x4 2= + +^ ^h h

  ( )f x x xx 6 83 2
= + +

 (c) ( )f x x x3 12
= - +^ ^h h

  ( )f x x x x5 3 93 2
= - + +

x في الدالة الحدودية بعدد  يمكن ضرب العامل   (d)  
، علمًا  ( )f x x x x4 2= + +^ ^h h :ثابت لا يساوي الصفر

أن الصفر مضروباً بأي عدد حقيقي يكون الناتج صفرًا.

k نحصل على  0! k حيث  ) بـ  )f x لا، إذا ضربت   (e)  
) نفسها. )f x دالة جديدة لها أصفار 
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x
x x
2

=  :   a  
     x

x 4+     x x 862
++

x x42
+

- -

              x 82 +

 x x x x4 42
+ = +^ h  :   

x x x x x6 4 22 2
+ - + =^ ^h h  :   

8+    

x
x2 2=  :   

   x 2+

x 4+   x x6 82
+ +

x x42
+

- -

x2 8+
x2 8+ +

- -

0

 x x2 4 82+ = +^ h  :   

   

.   x 2+^ h    

x x x x x2 4 2 84 2
+ + = + + +^ ^h h  :   

x x 862
= + +  

x
x x
2

=  :   b  
     x

x 2-    x x 1232
-+

x x22
-

- +

             x5 12-
 x x x x2 22

- = -^ h  :   

x x x x x53 22 2+ - =-^ ^h h  :   

12-    

x
x5 5=  :   

x x5 2 5 10- = -^ h  :   

     x 5+

x 2-     x x3 122
+ -

x x22
-

- +

x5 12-

x5 10- +
-

2-

 x x5 12 5 10 2- - - = -^ ^h h  :   

2-    

2-   x 5+^ h    

x x x x x5 2 2 2 5 10 22
+ - + - = - + - -^ ^ ^h h h  :   

x x3 122
= + -  

:  1

a  x 2+ x x5 62
+ +  b  x 8- x x2 19 242

- +
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 ï    

.   
 ï    

.   
 ï    

.

:  
 ï 

Long Division  
 ï 

Synthetic Division  
 ï 

Remainder Theorem  
 ïDividend  
 ïDivisor   
 ïQuotient   
 ïRemainder   

3-4

���
��� ���� �

�
 .            

.        

              
.7

8 56
56
0

-  56   7 , 8   56 8 7' =  :

             
.    

2  42 5 8' =  :
8

5 42
40
2

 

 

 
-

 42    8 5  

.            

.        

2x
x 2x2

2x2

0

-

 .           

.            

x x x2 22
' =   :

x2 2    x , x2  

Long Division   

.             

:

x 4+^ h  x x6 82
+ +  a

x 2-^ h  x x3 122
-+  b

:

.     

  
Dividing Polynomials
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قسمة كثيرات الحدود  :3-4

الأهداف  1

يوجد ناتج قسمة كثيرات الحدود باستخدام • 
القسمة المطولة.

يوجد ناتج قسمة كثيرات الحدود باستخدام • 
القسمة التركيبية.

يوجد الباقي باستخدام نظرية الباقي.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

القسمة المطولة - القسمة التركيبية - ناتج القسمة - 
المقسوم - المقسوم عليه - نظرية الباقي - باقي القسمة.

الأدوات والوسائل  3

 - (Data show) آلة حاسبة علمية - جهاز إسقاط
حاسوب.

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

) بالصورة  )f x x x x2 3 1 4= - + -^ ^ ^h h h اكتب  (a)
. ( ), ( )f f1 1- العامة، ثم أوجد 

اكتب أصفار المعادلة التالية:  (b)

 x x x1 2 3 3 4 0+ + - =^ ^ ^h h h

, , ,1 2 3 2- - اكتب دالة كثيرة حدود أصفارها:   (c)
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:

    
    
     
     

:  
x x 33

-+

x x x0 323
-+ +    :

: 

    
   
   

.   

 

:    

x 4+^ h  x x13 123
- +

:

:1 

               

.  

.     

x + 4 x3 + 0x2 -13x +12 x0 2  

-4 1 0 -13 12
   

   
.    :2 

-4 1 0 -13 12 1  

   

1  
(-4)     :3 

.  (0)       

-4 1  0 -13 12 -4  1 

#
-4 0   

1 -4 -4 0  
(-4)  (-4)    :4 

.  (-13)       

-4 1 0 -13 12 -4  -4 

#
-4 16 -13   

1 -4 3 16 -13  
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:

     
   n  
     

.   
 n ≥ 1  (n - 1)

:

x 64
3
+ =

x x x0 0 64
3 2
+ + +

.          

         x 4+^ h    
a  x x x3 6 73 2

- -+  b  x 643
+

:

a    x x 22
- -

x 4+    x x x3 6 73 2
+ - -

x x43 2
+

- -

x x62
- -

x x42
- -
+ +

x2 7- -

x2 8- -
+ +

1
0 ≠   

x x x3 6 73 2
+ - -^ h    x 4+^ h  

b  

0
x16 64+

- -

      x x4 162
- +

x 4+   x 643+

x x43 2
+

- -

x4 2
-

x x4 162
- -
+ +

x16 64+

0 =   

x 643
+      x 4+^ h  

.            2

a  x x xx4 6 23 2
'+ + - +^ ^h h b  x x x1 13

'- + +^ ^h h

Using Synthetic Division    

      (x - a)       
            
.              a 

109

التدريس  5

بعد أن تعرف الطالب العمليات الثلاث على الدوال 
كثيرات الحدود (الجمع والطرح والضرب)، سوف 
يتعرف الآن قسمة كثيرات الحدود وذلك باستخدام 

طريقتين مختلفتين.

أخبر الطلاب أن الطريقة المطولة يمكن استخدامها عند 
قسمة كثيرات الحدود مهما كانت درجة المقسوم ودرجة 
المقسوم عليه، أما طريقة القسمة التركيبية فتستخدم عندما 
يكون المقسوم عليه كثيرة حدود من الدرجة الأولى على 

. x a+^ h :الصورة

شدّد على الطلاب البدء أولاً بترتيب كثيرات الحدود 
ًّا بحسب الحدود المكونة. تنازلي

وعند القسمة يجب دائمًا في كل مرحلة قسمة الحد 
الأكبر من المقسوم على الحد الأكبر من المقسوم عليه، 

ولكن عند ضرب الناتج يجب إجراء الضرب مع كل 
حدود المقسوم عليه، وهذا يحدث مع كل خطوة في 

عملية القسمة المطولة.

لذا، فمن المستحسن متابعة عمل الطلاب بدقة.

في المثالين (2) ,(1)

ركّز على فكرة أنه عندما نحصل على باقٍ غير الصفر فإن 
المقسوم عليه لا يمثل أحد عوامل المقسوم، أما إذا كان 

الباقي يساوي صفرًا، فإن المقسوم عليه هو حتمًا أحد 
عوامل المقسوم.



94

46

3-4
  

Dividing Polynomials

   A 

.       (1-4)  

(1) x x x3 40 52
'- - +^ ^h h (2) ( )x x x x3 2 123

'+ - + -^ h

(3) x x x13 12 43
'- - -^ ^h h (4) ( ) ( )x x x x9 18 2 3 13 2

'- - + +

x x x4 623
+ + -            (5-6)  

(5) x 3-  (6) x 2+

.     (7-11)  

(7) ( )x x x x3 3 13 2
'+ - - -^ h  (8) ( )x x x x2 5 2 23 2

'- + - + +^ h

(9) ( )x x x x2 6 5 45 34 3 2
'+ + - +^ h  (10) ( )x x x x3 5 25 53 2

'- - - -^ h

(11) x x x x2 4 10 9 33 2
'+ - - -^ ^h h

.            (12-13)  

(12) ;y x x x x2 5 6 13 2
= + - - +  (13) ;y x x x x4 9 36 33 2

= - - + +

:x 22  m3^ h   ( )V x x x x63 2
= + -  :     :   (14)

       

( )f a        (15-18)  

(15) ( ) ;f x x x x a4 8 6 23 2
= + - - = -  (16) ( ) ;f x x x x a7 15 9 33 2

= - + - =

(17) ( ) ;f x x x x a2 10 5 2
13 2

= - + + =  (18) ( ) ;f x x x x a2 5 45 364 3 2
= + + - = -

.   x a-^ h     ( )f x    :   (a)   (19)

.          

      x 12
+    :   (b)    

   x 1-^ h     x x x223
- -  :     :    (c)    

.        .

(-4)  (3)    :5 

.  (12  )       

 

x x4 3- +
2

x x4
23

"-

x x4 13
2

- -

x x4 16
2

! !

4-

4 1 0 13 12

16 12

1 4 3 0

- -

-

-

x3 12+

x3 12"-

x x x x 24 0 13 1
3 2

+ + - +g

0

 -4 1 0 -13 12 -4  3 

# -4 16 -12 12   

1 -4 3 0 -12 , 12 

x2 x4- 3+

 x2 - 4x + 3 :   

( ) .      

.     x 2+^ h    x x x3 6 83 2 -- +      

:

-2  x 2+^ h         

.     

-2 1 -3 -6 8

-2 10 -8
1 -5 4 0

x2 -5x +4  

:   x2 -5x + 4 :  

x x x x5 4 1 42 - + = - -^ ^h h   :

,x x1 4- -^ ^h h    :    �

(x + 2)  x3 - 2x2 - 5x + 6      a   3

.   x3 - 2x2 - 5x + 6   a       b  

111

في المثال (3)

القسمة التركيبية هي طريقة سريعة، ولكنها تستخدم 
في حالات خاصة، أي عندما يكون المقسوم عليه على 

. x a+^ h الصورة

دع الطلاب يحلون تمارين متعددة لكي يتمكنوا من 
استيعاب الخطوات المتبعة في هذه العملية، ثم أخبرهم أنه 
يمكن اختصار هذه الخطوات كما هو موضح في المثال (4).

في المثال (7)

أخبرهم أن نظرية الباقي لا يمكن استخدامها إلا إذا كان 
المقسوم عليه كثيرة حدود من الدرجة الأولى، أي على 

. ax b+^ h الصورة

الربط  6

يوفر المثالان (6) ,(5) الربط بين حالة حياتية واقعية 
تستخدم فيها القسمة بين كثيرات الحدود لإيجاد عوامل 

المقسوم.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطىء الطلاب في استخدام القسمة التركيبية، وذلك 
في العمليات على الأعداد.

ساعدهم على تخطي هذه الأخطاء بعدة أمثلة تحت 
إشرافك.

التقييم  8

تابع عمل الطلاب بدقة في فقرات «حاول أن تحل»، لتتأكد 
من حسن أدائهم في قسمة كثيرات الحدود.
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اختبار سريع

x باستخدام القسمة  x x2 3 9 103 2
- - + 1  اقسم: 

المطولة.
x x

x x x x

2 7 5

2 2 3 9 10

2

23 - -

- +

+ +g

x x
x x
0 7 9 10

2 4
2

3 2

- - +

- -

x
x x

0 5 10
7 142

+ +
+ +

x
0

5 10--

2  استخدم القسمة التركيبية لتوجد ناتج قسمة:

. x 2-^ h على x x x x2 5 11 20 154 3 2- - + +

2 2 5 11 20 1

2 1 13 6
4 2 26 12

5

3

--

- - -
- - -

3 = x والباقي  x x2 13 63 2
- - - = ناتج القسمة   

3  من دون استخدام أي طريقة في القسمة، أوجد 

 ( )f x x x x2 3 6 24 2 -= - + + الباقي عند قسمة 
. ماذا تستنتج؟ اشرح. x 2+^ h على
f 2-^ h باستخدام نظرية الباقي نوجد  

( ) ( ) ( ) ( )f 2 2 2 3 2 2 26 64 2+- = - - - - - + =-

) ليس من عوامل  )x 2+ ، لذا  6- =   فيكون الباقي 
( )f x كثيرة الحدود 

إجابات وحلول  9

«حاول أن تحل»

1  (a) x x x
x

2 5 6
3

2
+ + +

+

g
x x22

- -

x3 6+

- -x3 6
0

 (b) x x x
x

8 2 19 24
2 3

2
- - +

-

g
x x2 162

- +

- 24x3 +

+ 24-x3

0

21 m       b

x 18 21` + =

 x 3=

:    
x 3 41 1+ = + =

x 3 52 2+ = + =

5 m 4 m :    

.      x 3+^ h     (5)   5

.              

:       

h x 72= +  , w x 5= +  , l x 8= +

(cm  ) x    

 cm762 3     

.     x 2=    a

.     b

:

V x x x8 5 2 71 = + + +^ ^ ^h h h     a

V x2
3

=     

V V V x x x x8 5 2 72
3

1= - = + + + -^ ^ ^h h h    

x x x x8 5 2 7 7623
+ + + - =^ ^ ^h h h    

x x x33 171 4823 2+ + =   

2 33 2 2 48217123
+ + =^ ^ ^h h h

?
 :2  x   

482 482=  

.   x 2=   

:     x 2=    

 x 2-^ h    x x x33 171 4823 2 -+ +   

.     x   
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x 3+^ h    x x x2 53 2
+ + -      

:

-3        

.     
-3 1 2 1 -5

-3 3 -12
1 -1 4 -17

x2 x- 4+
 

17-   x x 42
- +  :  

x 1+^ h  x x x4 63 2
+ + -      4

          

 :         

V x x x21 56 363 2
= + + +

.     mx 2+^ h    a

.    

21 m        b

.    

:

x 2+^ h  x x x56 36213 2
+ + +      a

-2 1 21 56 36
-2 -38 -36

1 19 18 0  
  x x 18192

+ +  :  

x x x x18 119 182
+ + = + +^ ^h h :

(m)  x 18+^ h x 1+^ h     

112
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2  (a) x x2 3+ -

x 2 3 2

2

+ x x x4 6+ + -g

x x
x x
0 2 6

2
2

3 2

-+ +

- -

x
x x

0 3 6
2 42

- -
- -

x3 6+ +
0

x x x4 63 2
+ + - x هو أحد عوامل:  2+^ h فيكون

 (b) x x-

x x 13

2

- +x 1+ g
x x- -

x x 12

3 2

- +0 -

x x2
+ +

1

x x 13
- +^ h ليس من عوامل x 1+^ h بما أن الباقي 1، لذا

47

:    (20-22)  

(20) x x x x2 9 14 5 2 13 2
'+ + + +^ ^h h (21) x x1 15

'+ +^ ^h h

(22) ( )x x x x x3 5 2 3 2 3 224 3
'- + + - -^ h

.       (23-25)  

(23) x x1 12
'- -^ ^h h (24) x x1 13

'- -^ ^h h (25) x x1 14
'- -^ ^h h

x x1 15
'- -^ ^h h     (26)

.       (27-29)  

(27) x x1 13
'+ +^ ^h h (28) x x1 15

'+ +^ ^h h (29) x x1 17
'+ +^ ^h h

x x1 19
'+ +^ ^h h     (30)

  B 

.     b       a    (1-5)  

    x +^ h  ( )f x        (1)
a  b    f    

a  b    ( )x 1-     ( )f x x 2 12
= - -^ h   (2)

a  b    a2 3  ( )x a-   ( )x a3 3
+    (3)

   n 2H   n      (4)
a  b    n 2-^ h       

         (5)

a  b    .        

.        (6-11)   

:  ( )g x x k= -   ( )f x    (6)

a  ( )g k  b  ( )kf  c  ( )kf -  d  k-

:  ( )x 3-   ( )x 24
+    (7)

a  3 b  27 c  81 d  83

 

( )f a       a  x a-^ h  n 1$    ( )f x     

     

x 4+^ h    ( )f x x x x4 1254 2
= - + +

.     

:
 ( )f x x x x4 1254 2

= - + +

( )f 4 124 4 5 4 44 2- = - - - + - +^ ^ ^h h h    
 256 80 16 12= - - +

 172=

172 =     

.       

  
-4 1 0 -5 4 12

-4 16 -44 160
1 -4 11 -40 172      

       x 1+^ h  ( )f x x x x2 6 5 604 3 2
= + - -         7

.  
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2 1 33 171 -482
2 70 482

1 35 241 0  
( )q x x x35 2412= + +  :  

.x 9 421 .-  , .x 25 58.-2   :  x x35 241 02
+ + =      

.      

.    

cmh 11=  , cmw 7=  , cml 10=  :   2  x   b

:   V x x x4 43 2
= + - -  :         6

.    .    x 4+^ h  a  

.    10 m      b  

 

 ( )f x x x2 82
= - -  :

f 4+^ h   x 4-^ h  ( )f x     a

f 1-^ h   x 1+^ h  ( )f x     b

x 4-^ h    ( )f x   

  x 4-^ h  

  4  

( )f 04 =   

x 1+^ h     ( )f x  

   x 1+^ h  

.    1-^ h  

.       f 1 5- = -^ h  

114
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48

:  ( )x 2+   ( )x x2 84 2
-    (8)

a  x x2 4 23
-  b  x x2 83 2

-  c  x x43 2
-  d  x x x2 4 23 2

- +

:  k  )(x 1+   ( )f x kxx x2 4 123
= - + -     0    (9)

a  7 b  7-  c  3-  d  3

:  k  3  )(x 1-   ( )f x k x kx x24
= - + -       (10)

a  2
1  b  3 c  2

1
-  d  2

5

:    ( )f x   ( ) ( ) ( )f f f0 3 21 = = = --     (11)

a  x x x3 23 2
- + -  b  x x x2 33 2

- -

c  x x x2 2 3 23 2
- - -  d  x x x2 4 6 23 2

- - -

3  (a) 2 1 2 5 6

1 4 3 0
2 8 6

- - -

-
- -

0 = x والباقي  x4 32
- + فيكون ناتج القسمة 

 (b) x x x x4 3 1 32
- + = - -^ ^h h

  x x x x x x2 5 6 1 2 323` -- - + = + -^ ^ ^h h h

4  

4-2-

1 1 4 1 6

1 3

- -

- - 231

4- = x والباقي  x3 22
+ - = ناتج القسمة   

18 2 30
54- 6-3-

3 1 21 56 36

1

- نستخدم القسمة التركيبية:   5

30، لذا  = x والباقي  x18 22 =+ +   ناتج القسمة 
x ليست من أبعاد هذا الحجر. 3+^ h

6  (a) x x xV 4 1 1= + - +^ ^ ^h h h

 (b) x x1 10 11&- = =

  ,x x1 12 4 15+ = + =

f حيث إن: 1-^ h نوجد  7

f 1 2 1 6 1 5 1 604 3 2
- = - + - - - -^ ^ ^ ^h h h h  

69- = f أي أن الباقي  1 69- = -^ h  

9+
4

4-
9-

1 2 6 5 0 60

2 9 69
2 9

- - -

+ -
- -  
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.         x x x3 6 9 03 2
-+ =    :    

:
x x x3 6 093 2
+ - =

x x x3 2 032
+ - =^ h  3x :     

x x x3 03 1+ - =^ ^h h  x x2 32
+ -  

, ,x x x0 3 1= = - =    

{1, -3, 0} =  
:

x x x3 6 093 2
+ - = x x x3 6 093 2

+ - = x x x3 6 093 2
+ - =

3 6 00 0 093 2+ - =^ ^ ^h h h
?

3 6 093 3 33 2+ - =- - -^ ^ ^h h h
?

3 6 01 1 193 2+ - =^ ^ ^h h h
?

081 54 27- + + =
?

3 6 09+ - =
?

0 0= 0 0= 0 0=

.      .  x x x4 16 20 03 2- - =  :      a  1

    x x x2 10 083 2
+ + =  :       :    b  

     .              
.      

x x x2 4 013 2
- =   :    

:
x x x2 4 103 2
- =

x x x2 4 10 03 2
- - =      

x x x2 2 052 - - =^ h  
 x2 0=     x x2 052 - =-      

x cb b
a

a
2

42
!

=
- -  x x2 5 02 - - =  :      

x 2
2

1
2 4 1 52!

=
- - -

^

^ ^ ^

h

h h h

 2
2 24!

=

 2
2 2 6!

=

 61 !=

, ,0 1 6 1 6-+ =" ,   

117

 
 ï     

.
 ï     

.

:  
 ï  

Possible Rational Zeros 
 ï 

Leading Coefficient  
 ï 

Common Factor  
 ï 

Factorising by 
Division

:  

    
    

TABLE   

CALC   TRACE  

. ZOOM  
   
    

.

   
Solving Polynomial Equations

3-5

���
��� ���� �

�
( )f x x x33 2

= +  :      a

x

y
4
3
2
1

1-1-1-2

-2
-3

-4-5 -3 2 3
 .      ( )x xg 3= +    

:        

x x x3 33 2
+ = +  

.   3   

x

y

32

1

1

2
3
4

-1-2 -1
-2

-3

-3

 :     

-3 , -1 , 1  

:   x x x3 33 2
+ = +    

, ,x x x3 1 1=- =- =  
, ,3 1 1- -" , :    

:      b

( )f x x x x3 33 2
= + - -  

:       

x x x3 3 03 2
+ - - =  -1 x

y

321

3
2
1

-1-1
-2
-3

-3

 .  . a  , b       c

Solving Equations by Factorising    
     (  )         

.     

 ( )  

x2 - 4x - 12(x + 2)(x - 6)

3x3 - 12x3x (x - 2) (x + 2)

3x2 + 5x + 2(3x + 2)(x + 1)

x3 + 6x2 + 11x + 6(x + 1)(x + 2)(x + 3)

            
.   
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حل معادلات كثيرات الحدود  :3-5

الأهداف  1

يحل معادلات كثيرات الحدود بالتحليل.• 

يحل معادلات كثيرات الحدود بالأصفار الممكنة.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

أصفار نسبية ممكنة - المُعامل الرئيسي - عامل مشترك - 
تحليل بالتقسيم.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة بيانية - ورق رسم بياني - جهاز إسقاط
(Data show) - حاسوب.

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

( )x 1- x على  x2 5 32
- + اقسم:    (a)

(b)  استخدم المميز لإيجاد جذور المعادلة:

  x x25 150 02
- + =

) هو عامل خطي للدالة: )x 2+ أثبت أن   (c)

x باستخدام القسمة التركيبية،  x x2 9 13 63 2+ + +   
ثم استخدم المميز لإيجاد عوامل الدالة التربيعية.

التدريس  5

سوف تساعد، دروس هذه الوحدة، الطالب على حل 
المعادلات المكونة من كثيرات الحدود بدرجات مختلفة 

وذلك باستخدام التحليل إلى عوامل أو باستخدام الرسم 
البياني. وهنا لا بد من الإشارة إلى أنه يمكن استخدام 

b عندما نجد أحد العوامل من  ac42Δ = - المميز: 
الدرجة الثانية، وهذا يسهل كثيرًا في حل المعادلة كثيرة 

x x x2 5 5 9 2 02
- + - =^ ^h h الحدود. فالمعادلة: 

x x5 9 2 02
+ - = x2 أو  5 0- = تعطي: 

x، أما المعادلة الثانية فيكون من  2
5

= حل المعادلة الأولى 
الأفضل استخدام المميز، لأن تحليلها إلى عوامل صعب.
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:        2

a  x x x2 3 53 2
= -  b  x xx 3 03 2

- - =

                
.        

:    
a  x x x3 33 2

+ = +  b  x x x3 6 23 2
- -=

:
a  3 3x x x3 2

+ = +

 3 3x x x 03 2
+ - - =       

 3 3x x x 03 2
+ + - - =^ ^h h

 x x x3 3 02
+ - + =^ ^h h    

 x x3 1 02 -+ =^ ^h h  x 3+^ h    

 x x x3 1 1 0+ + - =^ ^ ^h h h  

x 1 0- = x 1 0+ = x 03+ =   
x 1= x 1= - x 3=-

{-3, 1, -1} =   

b  x x x63 23 2
- = -

 x x x6 23 03 2
- - + =       

 x xx 23 6 03 2
- + - + =^ ^h h   

 x x x3 2 3 02 2
- + - =^ ^h h  

 x x3 2 02
- + =^ ^h h  x 32

-^ h   

 x x x 23 3 0- + + =^ ^ ^h h h  
 x 3=     x 3= -     x 2= -

, ,3 3 2 =- -" ,     

x x x2 4 83 2
+ - =  :     3

118

x 5
1

= x أو  2= - x أي:  10
9 121!

=
- فنجد: 

في الأمثلة (3) ,(2) ,(1)

شجّع الطلاب على محاولة استخراج عوامل  لمعادلة 

كثيرات الحدود، وعندما يصبح الباقي كثيرة حدود من 

الدرجة الثانية، اطلب إليهم استخدام التحليل أو المميز: 

x a
b
2
! Δ

=
- b لإيجاد بقية العوامل حيث:  ac42Δ = -

 x a-^ h أحد الأصفار يعني أن x a= ركّز لديهم فكرة أن 
هو أحد العوامل.

حفّزهم على التأكّد من صحة الحلول التي توصلوا إليها 
وذلك بالتعويض.

في المثال (4)

تعتبر محاولة البحث عن مجموعة الحل لأي معادلة 
ا، وتأتي طريقة عوامل الحد الثابت  حدودية مهمة جدًّ

وعوامل الحد الرئيسي كأصفار للمعادلة في مقدمة هذه 
المحاولات.

أخبر الطلاب أن في المعادلة من الدرجة الثالثة نكتفي 
بإيجاد واحد من أصفار المعادلة، ثم نستخدم طريقة 
القسمة على العامل المقابل لهذا الصفر، وبعد ذلك 

نستخدم التحليل أو المميز.

أماّ في المعادلة من الدرجة الرابعة فنحاول إيجاد اثنين 
من الأصفار، ثم نستخدم طريقة القسمة على ناتج ضرب 
العاملين المقابلين للصفرين، وبعد ذلك نستخدم التحليل 

أو المميز.

الربط  6

في تطبيقات حياتية «إثرائية»، حيث نوجد أبعاد قفص 
باستخدام دالة كثيرة الحدود من الدرجة الثالثة له حجم 

ثابت، وذلك عن طريق الرسم البياني.
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49

3-5    

Solving Polynomial Equations

   A 

.                (1-9)  

(1) y y6 482
=  (2) x x x3 6 9 03 2

- - =  (3) x x x12 60 75 023
- + =

(4) x x x4 4 33 2
= +  (5) a a a2 5 3 034 2

- - =  (6) d d2 18 04 3
+ =

(7) x x x6 6 03 2
- + =  (8) x x x13 103 2

+ =  (9) x x x2 5 123 2- =

:        (10-12)  

(10) x x x2 3 53 2
- - = -  (11) x x x3 4 0123 2

+ - - =  (12) x x x2 1 13
+ - =^ h

:        (13-17)  

(13) x x x x x2 4 8 43 2 24
+ + = + +  (14) x x3 2 03

- + =

(15) x x x8 12 03 2+ - - =  (16) x x7 6 03
- =+

(17) x x x x6 4 8 04 3 2
+ - - + =  

   :             :     (18)
.       .        

  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b    ,3
4

3
4

-& 0  x9 16 02
+ =     (1)

a  b   .    x R!  x2 2 03
+ =     (2)

x x
4 1 4 1 0

2
2

+ - =^ ah k       2k   (3)

a  b    ,k 1 1! -" ,  

a  b   x x3 12 15 024
+ - =      1" ,  (4)

a  b  ,b c R!   ( )f x x bx cx2 323
= + + -       3

2  (5)

:  
   

 ï    

:   
y 4=1  
y2 4=  
y3 4=  
   :
   :
   y1  
     
      

: y1    
x x x7 1+ +^ ^ ^h h h

    y2  
: y2   

11 340
  EXE    
     

 .  
 

 

  ´A n a l y s i s ª
 ´G - S o l v e ª

   ´Interceptª

x 20=  , y 11340=

 ́ ª  

           
:  

h x=^ h  l x 7= +^ h 

.(cm)  w x 1= +^ h 

11340 cm3      

:

 V hl w: :=   

x xx11 340 7 1= + +^ ^ ^h h h 

 :  

y 11 3401 = , y x x x7 12 = + +^ ^ ^h h h

x

y

10

4 000

8 000

12 000

16 000

20 30 40

 . CALC      

x 20=  , y 11 340=  

x 7 27+ =  , x 1 21+ =   

27 cm , 21 cm , 20 cm :   

Possible Rational Zeros    

( ) ;...f x a x a x a aa x 0n
n n

n
1

1 0n 1 != + + + +
-

-  :  

        , , ...,a aa 0n 1-n  

:  ( )f x  

an"       b a
0
      a : b

a
.

              
.  

             
.  
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أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطىء الطلاب في استخدام التحليل إلى عوامل.

ساعدهم على استخدام عوامل الحد الثابت في كثيرة 
الحدود كأعداد صحيحة ثم تطبيق نظرية الباقي، إذا كان 

يساوي صفرًا يكون لديك عامل من العوامل.

التقييم  8

تابع الطلاب وهم يجيبون عن فقرات «حاول أن تحل» 
لتتأكد من فهمهم لما ورد من مفاهيم ومهارات في هذا 

الدرس.

اختبار سريع

x x x4 3 13
- + = - ًّا المعادلة:  1 حلّ بياني

,y x x y x4 3 13 2
2= - + = -1 نأخذ   

1

1
-1

-1

-2

-2

-3

-4

-5

-6

-7

2

2

3

3

4

4

(-1, -2)

(4, 3)

y

x

 
,4 1- =" , يوضح الرسم البياني أن مجموعة الحل   

 x x x3 2 17 12 03 2
- - - = 2  أوجد حل المعادلة: 

بالتحليل.
x هي حل للمعادلة، وبالقسمة على  1= -   نجد أن 

. x x3 5 122
- - x نجد الناتج  1+^ h

 x 3= x أو  3
4

= - ؛  169Δ =   وباستخدام المميز 

, ,3 3
4

1- - =& 0 وبالتالي، مجموعة الحل   
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:

    
    
     1

.   (x - 1)

. ( )f x x x x52 63 2
= + + -  :      :

:   

, , ,1 2 63! ! ! !  :  (6)     :

,1 2! !  :  (2)     :

, , , , ,1 2 6 23 2
1 3

! ! ! ! ! !  :       :

:    
a  ( )f x x x5 33

= + -  b  ( )g x x 273
= -

 ........................ :  ........................ :

:       
a  x x4 3 03 2

- + =  b  x x x x33 24 3 2
- + + =

:

x x4 033 2
- + =  :1  a

,1 3! !  :(3)    
1!  :(1)    

,1 3! ! :      
( )P x x x4 33 2
= - +   :2  
( )P 1 1 4 1 3 03 2= - + =^ ^h h  

     1   
( )P x     x 1-^ h  

: x 1-^ h  ( )P x  :  
( )P x x x x4 303 2
= - + +

1 1 -4 0 3
1 -3 -3

1 -3 -3 0  
( )q x x x3 32
= - -  :   

  x x3 3 02
- - =    

x 2
3 21

2 =
+   x 2

3 21
1 =

-  

, ,1 2
3 21

2
3 21- +

=' 1       

120

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش» 

تحقق من إجابات الطلاب.

«حاول أن تحل»

1  (a) x x x4 1 5 0+ - =^ ^h h

, ,0 1 5- =" , مجموعة الحل   

(b) x x x2 1 4 0+ + =^ ^h h طريقة أولى:   

, ,4 1 0- - =" , مجموعة الحل   

طريقة ثانية: الرسم البياني للدالة: (باستخدام الآلة الحاسبة)  

( )f x x x x2 10 83 2
= + +  

2

4

6

8

10

12

0
-2

-4

-6

-8

-2-4-6-8-10

-10

2 x

y

 
نأخذ تقاطع منحنى الدالة مع محور السينات فنجد مجموعة 

, ,4 1 0- - =" , الحل 

الرسم البياني أسرع وأفضل. يمكن أن تتنوع الإجابات.
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:

.    1  

x x x x3 03 24 3 2
- + + - =  :1  b

,1 2! !  :  (-2)    

 1!  :  (1)    

,1 2! !  :       

( )P x x x x x33 24 3 2
= - + + -    :2  

P 1 1 1 1 3 1 03 24 3 2= - + + - =^ ^ ^ ^ ^h h h h h  

( )P x     x 1-^ h  ( )P x     1   

P 1 1 1 1 3 1 03 24 3 2- = - - - + - + - - =^ ^ ^ ^ ^h h h h h  

( )P x     x 1+^ h ( )P x     - 1   

x x x1 1 12
- + = -^ ^h h   ( )P x  :  

   
  x2 - 3x + 2

x2 - 1    x x x x33 24 3 2
- + + -

x4-              x2-+

            x3+x2+x3 3 2
-

           x3 3
-
+           - x3+

x2 2             2-
x2 2-           2-+

                       0  
( )q x x x3 22
= - +  :   

x x3 2 02
- + =  :   

;x x1 21 2= =  

, ,1 21- =" ,     

.     b  (4)       :   a  4

:        b  
1  x x x4 4 03 2

+ - - =  2  x x x x7 183 274 3 2
- - + =

121

2  (a) x x x2 5 3 03 2
+ - =

  x x x2 5 3 02
+ - =^ h

, ,0 3 2
1

- =& 0 مجموعة الحل   

 (b) x x x 3 02
- - =^ h

, . , .0 1 3 2 3- =" , مجموعة الحل   

x تعطي: x x2 4 8 03 2
+ - - =  3

 x x x2 4 2 02
+ - + =^ ^h h  

 x x2 4 02
+ - =^ ^h h أي:   

 x x x2 2 2 0+ + - =^ ^ ^h h h ومنه   

,2 2- =" , مجموعة الحل   

4  (a) x x x x x3 2 3 2 034 2 2
- + - + - =

 x x x x x3 2 3 2 02 2 2
- + - - + =^ ^h h

 x x x3 2 1 02 2
- + - =^ ^h h

 x x x x1 2 1 1 0- - - + =^ ^ ^ ^h h h h

, ,1 1 2-" وبالتالي، مجموعة الحل = ,

(b)  1   x x x4 4 023
+ - - =

, ,1 2 4! ! ! عوامل الحد الثابت:   

1! عوامل العامل الرئيسي:   

, ,1 2 4! ! ! فتكون الأصفار النسبية:   

x 1+^ h هي صفر للمعادلة لذا نقسم على x 1= -  

 
1 40

1 1 1 4 4

-
-

- - -

1 0 4 0-  

0 = x والباقي  42
- = الناتج   

x x x1 2 2+ - + =^ ^ ^h h h التحليل   

, ,2 1 2- - =" , مجموعة الحل   

x xx 1 0142
+ + =-^ ^h h أو:   

x x1 042
( + - =^ ^h h  

x xx1 02 2( + - + =^ ^ ^h h h  

, ,2 1 2- - =" , مجموعة الحل   
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2  x x x x3 7 27 18 034 2
- - + - =

, , , , ,1 2 3 6 9 18! ! ! ! ! ! عوامل الحد الثابت:   

، فتكون الأصفار النسبية هي: 1! عوامل العامل الرئيسي   

, , , , ,1 2 3 6 9 18! ! ! ! ! !  
1 هو صفر للمعادلة:  

( ) ( ) ( ) ( )1 3 1 7 1 27 1 18 04 3 2
- - + - =  

2 هو صفر للمعادلة:  

( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 7 2 27 2 18 04 3 2
- - + - =  

x, عاملان للمعادلة x1 2- -^ ^h h ،وبالتالي  

x x1 2- -^ ^h h تقسم على  

x 92 -  

0

x x x x x x

x x x

3 2 3 7 27 18
3 2

2 4 2

4 3 2

3-- + - + -

-

- + -
2

2+

x

x

27

27x9

- +

+

x9 -

18

18

g  

 

 

ويصبح تحليل المعادلة:  

x x x x2 1 3 3 0- - - + =^ ^ ^ ^h h h h  

, , ,3 1 2 3 0- =" , مجموعة الحل   

«تدريب»

(a) ,1 3! !

(b) , , ,1 3 9 27! ! ! !

50

.        (6-8)  

:  f (x)        5  (6)

a  ax x 53 4
+ +  b  x 15

-  c  x x5 163
+ -  d  x x5 252

+ +^ ^h h

x x10 9 04 2
- + =  :        (7)

a  1-  b  3-  c  3 d  2

:    f  ( ) ( ) ( )f m f fn 1 0= = - =    (8)

a  ( ) ( )( )( )f x x m x nx 1= - + +  b  ( ) ( )( ) ( )f x x m x nx 1 2
= - - -

c  ( ) ( )( )( )f x m x nx x1 2
= + - -  d  ( ) ( )( )f x x mnx 1= + -

.     (1)       (2)      (9-11)  

(2) (1) 

a

x1

1
y , ,1 2 3-" ,  ( )f x 0=    (9)

:    f    `  

b

x

y

-1 2 3

,1 2-" ,  ( )f x 0=     (10)

:    f    `    

c

x

y

2-1

, ,1 2 3- -" ,  ( )f x 0=     (11)

:    f    `    

d

-3 -2 x

y

1
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a ≠ 0 , n Z! +  y = axn :      

.   ( ) ( )f f xx- =  , ,x x D6 !-   :  D       

.            

.   ( ) ( )f f xx- =-  , ,x x D6 !-   :  D       

.         

.     (b, a)      (a, b)    

.   , , ...,a a a1 0n n-      n  ( ) ...P x a x a x a x a1
1

1 0n
n

n
n= + + + +-

-    

.            

.          

.    y       

.    y       

.      a         (x - a)  

( )f a      a  (x - a)  n 1$    ( )f x      

     , , ...,a a a1 0n n-   ( ) ...f x a x a x a x a1
1

1 0n
n

n
n= + + + +-

-  , a 0n !     
:  ( )f x     

{an       b a0       :a b
a }
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.       .       

.          2 cm      :

4x
x

4x

x  .      224 cm3    

 

.          

   
   

 .            

 

   - 4x =  

=  4x - 2  

224 cm3     

.      

 ◊  ◊  =   
 V hl w: :=

 x x x4 2224 = -^ ^ ^h h h

     x x224 4 23 2
= -

.      

 y
1
 = 4x3 - 2x2 , y

2
 = 224 .    

y = 224     

.   

x = 4 ,y = 224

y

x1 3-1
-50

-2

50

100

150

200

2 4 5

 .     x  

4 = x =  = 

x16 44 4= = =^ h  

4cm , 4cm , 16cm :   

 

cm2
1       4   (    )    

7 200 cm3    

.      
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إجابة «مسألة إضافية»
x طول ضلع القطعة الخشبية التي قصت من الشكل  ليكن 

x2
1 2 فيكون حجمها 

نكتب المعادلة:

 xV 4 2
1

7200
2

= +a k

 x2 72002
= +

أقرب عدد صحيح مكعب إلى 200 7 هو 000 8 
cm20 وبالتالي، طول ضلع الخشبة 

619 859 72003 1= لاحظ أن: 

المرشد لحل المسائل
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52

( ) ( )g x m x x x1 11 4 43 2
= + + + -  :  (1)

.     2
1    m   

:    (2)

(a) x x x x2 11 11 3 04 3 2
+ - + - =  (b) x x x4 6 9 04 2

- + - =

x 1 2
+^ h     ( ) ( )f x x x x x a x a6 14 5 325 4 3+= - - - + - -^ h  :   a   (3)

x x x x
x x

5 6
7 6

3

3

4 2
+ - + -

- +  :    (4)

( )g x x x x x4 11 2 23 1424 3
= - - + -  (5)

.   ( )g x   (a)  

.        . ( )g x 0=  :     (b)  

( )f x x a b x a b x3 23 2
= - + + +^ ^h h  :  (6)

( )f x    ,x x1 2- -^ ^h h   a, b   (a)  

.   ( )f x      (b)  

 x 3-^ h    ,x x5 2 1+ -^ ^h h           (7)
40 

( )g x x 83
= +  :  (8)

.     (a)  

.   ( )g x   (b)  

.    ( )V x x ax b2 2
= + +^ h   (a)  (9)

.        ( )f x x x x x6 7 6 14 3 2
= + + - +  :   (b)  

     , , ( , ), ( , ), ( , )1 3 0 0 1 1 2 0- - -^ h  :          (10)
x 17=   y  

 

51

:       (1-4)  

(1) y x2
1 4

=  (2) ( )y x 1 3
= +  (3) ( )y x 1 32

= + -  (4) y x 5= +

.                (5-7)  

(5) ( )f x x x x3 7 92 4 4
= - + -  (6) ( )f x x x x11 8 32 2

= + -  (7) ( )f x x x x2 3 2= - +^ ^h h

       ) .            (8-9)  
.(

(8) ( )f x x x x3 2= - +^ ^h h (9) ( )f x x x2 12
= - -^ ^h h

.            .    (10-13)  

(10) x x x3 3 4 02
- + - =^ ^h h  (11) x x x 02 5 12

+ + + =^ ^h h

(12) x x x 02 23 2
- - + =  (13) x x x 02 224

- - + =

:           (14-15)  

(14) , ,0 4 2-  (15) ,2 1-  (  )

.       (16-17)  

(16) x x x7 36 33 2
'+ - +^ ^h h (17) x x x x7 5 6 23 2

'+ - - +^ ^h h

.     (18-19)  

(18) x x x x14 33 2
'+ + - -^ ^h h (19) x x x x5 4 12 124

'- + + +^ ^h h

( )f a        (20-21)  

(20)   ( ) , af x x x x x 3
2

2 19 2 44 244 3 2
= + - - - =

-

(21)  ( ) , af x x x x 03 2
= - - + =

  

53

. cmR 5 6 10
2

#=

. cmd 3 8 10
2

#=

. cmh 3 5 10
2

#=

   V h R Rd d3
2 2

= + +^ h :   :   (11)

.        

 .        

 .   1 m      2 m    :   (12)

m60 3         

                   (13)
  100 cm  120 cm     

           90 cm    
.     

  210  , ,n n n1 1- +^ ^h h :         :     (14)
.     

  x 3+    x   . ( )V x x x x8 153 2= + +  :   (V)   :    (15)
  m70 3     x 5+  



الوحدة الرابعة: الدوال الأسية والدوال اللوغاريتمية

Exponential and Logarithmic Functions  
قُسمت الدروس في هذه الوحدة إلى أجزاء.

استكشاف النماذج الأسية  :4 - 1

جزء 1: استخدام الدوال الأسية.  

الدوال الأسية وتمثيلها بيانيًّا  :4 - 2

جزء 1: التمثيل البياني للدوال الأسية.  

.e جزء 2: الرمز  

الدوال اللوغاريتمية وتمثيلها بيانيًّا  :4 - 3

جزء 1: كتابة المقادير اللوغاريتمية وحسابها.  

جزء 2: التمثيل البياني للدوال اللوغاريتمية.  

جزء 3: انسحاب الدوال اللوغاريتمية.  

خواص اللوغاريتمات  :4 - 4

جزء 1: خواص اللوغاريتمات.  

جزء 2: تطبيقات على خواص اللوغاريتمات.  

المعادلات الأسية واللوغاريتمية  :4 - 5

جزء 1: حل معادلات أسية.  

جزء 2: حل معادلات لوغاريتمية.  

اللوغاريتم الطبيعي  :4 - 6
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مقدمة الوحدة

يدرس علماء الآثار أي دليل قد يساعدهم على التعرف إلى 
حياة البشر الذين عاشوا على سطح الأرض في العصور 

القديمة، فتتنوع الأدلة الأثرية بين بقايا مدينة وبعض قطع 
الحجارة والعظام والأواني وغيرها. يستخدم علماء الآثار 

تقنيات مغناطيسية ووسائل خاصة بهدف جمع الدلائل 
الأثرية بطريقة دقيقة ومنهجية، ثم ينظمون سجلات 

تفصيلية عن هذه الآثار.

الهدف الأساسي لعلم الآثار هو دراسة الإنسان منذ 
بداية ظهوره، ومخلفاته التي تركها على مدى العصور، 

والحقبات التي مرت.

من المعروف أنه تبعًا لبعض التقديرات، فإن عمر الإنسان 
على الأرض يعود إلى حوالى عشرة ملايين سنة. لذا يعتبر 
علم الآثار مهمًّا في الكشف عن حضارات وثقافات لم 
تكن الكتابة خلالها معروفة. وذلك أن الكتابة لا يعدو 

تاريخ معرفتها أكثر من ستة آلاف سنة، وهي قد بدأت في 
وادي النيل وفي بلاد ما بين النهرين وذلك في القرن الثاني 

والثلاثين قبل الميلاد. يركز عالم الآثار اهتمامه على كل 
شيء يعثر عليه لأنه يجد فيه مادته التي يبني عليها معلوماته.

أدىّ العثور في تربة جافة في مدينة «أور» في العراق على 
طبعة قيثارة من الخشب بليت بالكامل مما أدى إلى إعادة 

تشكيلها وهي تعود إلى عصر حضارة «سومر».

   
Exponential and Logarithmic Functions

  :  

   .                :   1
         .   3 400          

.  

.           :  2

 .    :  3

:    4

.           

 .            

. log
.t n1 904 10

13 74
# #= a k :   

.             "n"     "t"   

 

(g)       

 4001 640 ± 30

 1561.5 ± 1.5

 25342 ± 7

 1041.0 ± 1.3

 2501 020 ± 30  

.     a  

        b  

 (c - 14)                   c  
. 19 040       (c - 14)   42 g    .  5 730 ± 40

.                  

         .           :  5
.   

 

  
   

 

 

  

  
 

4-14-24-34-44-54-6

124
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سلّم التقييم
الحسابات دقيقة بالكامل - البحث والشروح 

موثقة وصحيحة - العرض واضح ويقدم 
المعطيات بطريقة منطقية.

4

معظم الحسابات دقيقة - البحث والشروح 
بحاجة إلى بعض الإيضاح - معظم العرض 

واضح.

3

تتضمن الحسابات أخطاء كثيرة - البحث 
والشروح غير واضحة - العرض غير منظم 

وغير مقبول.

2

معظم عناصر المشروع ناقصة. 1

مشروع الوحدة
يقدم مشروع الوحدة إحدى الوسائل المستخدمة في 

تأريخ الإبداعات الإنسانية وتعرف الحضارات التي سادت 
على الأرض في العصور الغابرة.

إن استخدام الكربون المشع في العلاقة:

. يوفر لعالم الآثار فرصة 
.

logt n1 904 10
13 74

# #=

لإيجاد عمر العنصر بالسنوات بدلالة انبعاث أشعة بيتا. 
حيث log هي اختصار لكلمة logarithm اعتيادي 

وأساسه العدد n ،10 عدد انبعاثات أشعة بيتا في الدقيقة.

إجابات «أسئلة حول التطبيق»

عظم ماموث: 9976 سنة  (a)

شظايا عظمية: 9976 سنة  

قطعة فخار: 12 سنة  

فحم نباتي: 9976 سنة  

قصبة رمح: 10016 سنة   

(b)  إن عمر قطعة الفخار لم يتطابق مع أعمار بقية 
العناصر في الجدول.

(c)  في العلاقة نعوض المتغير التابع t بالقيمة 040 19، 
ونوجد قيمة n، ثم نضرب قيمة n في العدد 42 

فنحصل على الإجابة.

التقرير
اكتب تقريرًا مفصلاً عن النتائج التي توصلت إليها. اعرض 

مشروعك مصورًا أمام زملائك في غرفة الصف. ناقش 
معهم جميع النقاط الواردة، ثم أعد النظر ببعضها إذا كان 

ًّا، وتأكد من حساباتك. ذلك ضروري

     
      
      
      .   
      

.

  
 (   )   

•  .       
•  .       
•  .         
•  .      

  
•  .     
•  .     
•  .  e  
•  .    
•  .    
•  .    
•  .   
•  .      
•  .     

 
  -   - e  -   -   -  

.   -   - 

:  
     ( )  
       .43 km2

    20 km   
       .
     .    
 .         
.       

 

       
       
 1973   .     
  ´  ª    
       
       
      
      

.  
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استكشاف النماذج الأسية  :4-1

الأهداف  1

يتعرف كيفية تمثيل النمو الأسي وتطبيقاته.• 

يتعرف كيفية تمثيل التضاؤل الأسي وتطبيقاته.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

الدوال الأسية - عامل النمو - عامل التضاؤل - النسبة 
المئوية للتغير - نمو أسي - تضاؤل أسي - عامل التغير 

- معدل التغير.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة علمية - ورق رسم بياني - جهاز إسقاط 
(Data Show) - حاسوب.

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

أوجد ناتج ما يلي:  (1)

(a) x x3 4
#

(b) x2 5
^ h

(c) 
x
x

3

7

(d) x y x y4 2 5 1
# # #

-

، فأوجد: ( )f x 2 1x
=

+ إذا كان   (2)
(a) ( )f 1-  (b) ( )f 0  (c) ( . )f 0 1

التدريس  5

سوف يتعرف الطالب نموذج الدالة الأسية حيث يستكشف 
لأول مرة، دالة أساسها ثابت والأس متغير، بعد أن كان 

يتعامل مع دوال مكونة من حدوديات أساسها متغير وأسها 
ثابت. لذا، كان من المهم متابعة عمل الطلاب في فقرة

«عمل تعاوني» للتأكد من كونهم قد تفهموا أن كل فريقين 
سوف يتنافسان في كل مبارايات، وأنه في كل دورة جميع 
الفرق المتبقية سوف تشارك في المباراة. أخبرهم أن عدد 

الفرق المشاركة هو 64 وعدد المباريات في الدورة الأولى 
هو 32، ويجب أن يكون هناك فريق رابح في كل لعبة، ولا 

يوجد انسحابات من بين الفرق المشاركة.

  
Exploring Exponential Models

 
  ï.   
  ï.   

:  
  ï  

Exponential Functions  
  ï  

Growth Factor  
  ï  

Decay Factor  
  ï   

Percent of Change  
  ï  

Exponential Growth  
  ï  

Exponential Decay  
  ï  

Variation Factor  
  ï  

Rate of Change  

 

    64          
.         

               1
.

.       a  2

 

(x)  (y)     

064

1

2

hh  

       b  

.       (x, y)   3

.         4

              5

 Using Exponential Functions    
                

.   

 

:  

y abx
=  x R6 !  

(  )  a R! )  

( )  b 1R! -
+ " ,  

.    

          a 02     
:  b 

4-1
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54

4-1
  

Exploring Exponential Models

   A 

       .             (1-5)  

(1) ( . )y 1298 1 63 x
=  (2) .. ( )y 0 65 1 3 x

=  (3) ( ) ( . )f x 2 0 65 x
=

(4) ( ) .f t 0 8 8
1 t

= ` j  (5) ( )y 5 6 x
=

               :   (6)
.1994 

1994   ( ) 1994       
( )

1

2

3

4

( ) 

(  ) 

( ) 

( ) 

26 518 000

16 271 000

16 110 000

15 525 000

1.4%

0.3%

2.0%

0.7%

.                (a)  

   .2004           (b)  

.              .     (7-8)  

(7) ( . )y 100 0 5 x
=  (8) ( )f x 2

x
=

.(8)  (7)              :   (9)

 20%       .  4 500       :  (10)
                 

  

.       .     ( )     (11-14)  

.  22%    250      (11)

.  7.5%     35    (12)
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.  11%     1 750     (13)

.  1.25%   115     (14)

                  (15)
           

   

1

2

3

 4 275

 4 500

 4 850

10%

12%

15%

  B 

.     b       a   (1-4)  

a  b  .    ( )y 3 2 x
=   (1)

a  b  .    y 2 3
1 x

=
-

a k   (2)

a  b  2  ( )y 3
1

2 2x
=     (3)

a  b  x

y

     b 12       y bx
=      (4)

.        (5-8)  

:  y 3
1 2

=
- x

aa k k     (5)

a  3
1  b  9

1  c  3 d  9

x

y  :     by 2 x
=  :    (6)

:    b  

a  -2 b  0 c  2
1  d  2

  2.5%             y abx
=    (7)
:   

a  0.025 b  1.25 c  1.025 d  3.5

  
y

5
4
3

3

2

2

1

1-4 -3 -2 -1 x

y

5
4

4-3 -2 -1

3

3

2

2

1

1 x

   b 12   
.    b   

    0 b 11 1   
.    b   

.               . y 2x
=    

:

.    .    :2 .    :1 
  b 2=

  b 12

      

b 2=  :     

1 2 3-5 -4 -3 -2 -1

y

x

7

8

6

4

5

3

2

1

x 2x y
-3 2-3 0.125
-2 2-2 0.25
-1 2-1 0.5
0 20 1
1 21 2
2 22 4
3 23 8

.                    1
a  y 4 2

x
= ^ h  b  y 3x

=

y 4 2
1 x

= ` j    

.              
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في المثال (1)

. دعهم  , x2x 2 اطلب إلى الطلاب ملاحظة الفرق بين 
x2 بالقيم نفسها التي استخدمت  يكونون جدولاً للدالة 

x2 لملاحظة الفرق بينهما. للدالة 2x، ثم رسم بيان الدالة 
اسألهم ما إذا كانت هذه الدالة تزايدية أم تناقصية.

في المثال (2)

اسأل ما إذا كانت هذه الدالة تزايدية أم تناقصية، وكيفية 
اختلافها عن الدالة في المثال (1). اطلب إليهم التمعن 

بأساس كل دالة، ثم كتابة الاستنتاج.

في المثال (3)

هو تطبيق الدالة الأسية على نمو السكان. ساعدهم على فهم 
عامل النمو. أخبرهم أن عامل النمو (عامل التضاؤل) سيكون 
 I حيث، Ib 1= + دائمًا هو الأساس في الدالة الأسية، وأن 

هو معدّل التغير (موجباً أو سالباً).

في المثال (4)

يبينّ كيفية إيجاد دالة أسية إذا كان رسمها البياني يمر عبر 
 a, b تتضمن ثابتين y abx

= نقطتين، علمًا بأن الدالة الأسية 
لذا يجب معرفة إحداثيات نقطتين.

في المثال (5)
يوفر هذا المثال فرصة أمام الطالب لتعرف كيفية استخدام 

الدالة الأسية في الانخفاض (التناقص) باستخدام القاعدة 
y، حيث b هي أساس الدالة الأسية، وهي قيمة  abx

=

الانخفاض (التناقص) وتكون قيمة ثابتة.
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الربط  6

المثالان (5) ,(3) يوفران فرصة أمام الطلاب لتعرف كيفية 
استخدام الدوال الأسية، لإيجاد التزايد أو التناقص في 

عدد السكان أو في استهلاك منتج معين خلال فترة زمنية 
محددة.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في كتابة النسبة المئوية لتزايد عدد 
السكان، فمثلاً %2 زيادة قد يحولونها إلى 0.2 في 

الصورة العشرية وهذا خطأ.

وهي أصغر من 1، لذا تكون  100
2 أخبرهم أن %2 هي 

%2 هي 0.02 وليس 0.2 والتي تعادل 20%.

:
    I  

.    

:
.    .    :2 .    :1 

  b 2
1

=

  b0 11 1

     

b 2
1

=  :    x-3 -2 -1 1 2 3

40

30

20

10

-10

y x -3 -2 -1 0 1 2 3

y 32 16 8 4 2 1 0.5

.                 2
a  y 3

1 x

=a k  b  .y 0 12
x

= ^ h

.      1

.      2

 .I        y abx
=     

.b I1= +  :   b    

2.44%          

200000

1950 1957 1965 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005
0

400000

600000

800000

1000000

1200000

 
 

   
   

100.00% 81.97% 68.37% 48.80% 44.67% 42.67% 35.20% 40.19% 36.57% 35.69%

    
   

77000

113662
168973

307755

386695

470473

648883 653616

826083

973286

77000
115531

150190
172719 198262

228420
252683

302086
347399

93170
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.    a

.2007    1 038 598               b

.(    : )  

2013               c

:

:   a

 b I1= +

 .1 0 0244= +  . %
.

.I 2 44 100
2 44

0 0244= = =a k

   .b 1 0244=

y abx=         b

.    y 2007    x  

:   
.y a 1 0244 x

= ^ h  (2007   )  
y 1 038598=  (2007  ) x = 0 

.a1038598 1 0244
0

= ^ h

a1038598 1#=          
 a 1038598=

.y 1 038 598 1 0244 x
= ^ h  :      

.y 1 038 598 1 0244 6
= ^ h     2013  c

y 1200 231.  x = 6   

.2013    231           

(3)     3

2017              a  

2017        :   b  

.         

 P (2 ,2)  ,  Q (3 ,4) :    y abx
=  :   

:

y abx
=    

ab 22
=  (2, 2)  (x , y)  

129

56

x

y

1
2
3
4

1
0

 :            (8)

a  ( )y 3
1

2 x
=  b  y 2 3

1 x

= a k  c  ( )y 3 2 x
= -  d  ( )y 2 3 x

= -

.     (1)       (2)      (9-11)  

.            

x

y

4

8

12
13.500

16

20

(
 

) 

 

1 2 3 4 5 6

(1) (2) 

=( )   (9)

=   (10)

 =   (11)

a  -0.325

b  0.675

c  0.325

d  -6.5
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التقييم  8

تساعد فقرات «حاول أن تحل» المعلم على متابعة الطلاب 
وإدراك مدى فهمهم هذا النموذج الجديد من الدوال.

اختبار سريع

ًّا أم  ا أسي y. تمثل نموًّ 234 0 87 x
= ^ h 1 هل الدالة 

ًّا. الأساس أصغر من 1 ًّا؟ اشرح. تضاؤلاً أسي تضاؤلاً أسي

2 اشتريت حاسوباً بسعر 350 دينارًا وتتوقع أن 

يتناقص سعره %25 كل سنة. كم سيصبح سعره بعد 
4 سنوات؟ 110.7 دنانير

3 مستعمرة حشرات مؤلفة من 414 حشرة تتزايد 

بمعدل %45 كل أسبوع، كم سيكون عدد حشرات 
هذه المستعمرة بعد 4 أسابيع؟ 830 1 حشرة

إجابات وحلول  9

«عمل تعاوني»

32 فرقة  1

 (a)  2

( )x )بعد الدور  )y عدد الفرق المتبقية في المسابقة 
064
132
216
38
44
52
61

6 أدوار بـ 63 مباراة.  (b)  

تحقق من عمل الطلاب.  3  - 5

«حاول أن تحل»
1  (a) ( )y 4 2 x=  

x

y

1

-1-2-3 10

2
3
4

b
a2

2 =  b2   

ab4 3
=  (3, 4)  (x , y)  

y

x

1

1

2

2

3

3

4

-1-2-3

 
b

b4 2
2

3
=  

b
2
2   a  

b4 2 3 2
=

-    
b4 2=  

 b = 2
 a

b
2
2=

 a
2
2
2=  2  b  

a 2
1

=  

  y 2 21 x
= ^ h

. y 2
1 2 x

= ^ h  :  (3, 4) (2, 2)      

H (2, 4)    S (3, 16) :     y = abx      4

        .   t        :  ( ) 
.            

%100 # 
 

 
 =   

.   -   =    

.  4     ( )      

y

x

25
20
15

-3 -2 -1

10
5

1 2 3 4 5 6 7 8

 
 

 

 .           a

         y = ab
x     b

.    

:

.  20000      a

.  17000       

130
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a, b يجب إيجاد  

y 4
1

4 x= ^ h  

1600 2100 500- =- مقدار التغيير:   (a)  5

`  قيمة الانخفاض: 500   

النسبة المئوية للتغير:   
 % . %2100

500
100 23 8# .

-
-

الدالة الأسية تكتب على الشكل التالي:   (b)  
y a b x= ^ h  ; a b2100 0= ^ h   

a 2100= ومنه    
Ib 1= + ثم    

.

.

b

b

1 0 238

0 762

= -

=

أي    

.y 2100 0 762 x= ^ h تصبح الدالة الأسية:    

   قيمة الحاسوب في السنة الرابعة:

708 دنانير تقريباً   

«تدريب»

( )y 2 3 x=  1

y 3 4
1 x

= ` j  2

 (b) y 3x=  

 
x

y

1-1-2-3

4

3

2

1

x -2 -1 0 1
y

9
1

3
1 1 3

2   (a) y 3
1 x

= ` j

,b b3
1

0 1a 1 1=

ًّا  `  الدالة تمثل تضاؤلاً أسي   

x y
-2 9
-1 3
0 1

1
3
1

2
9
1

b 3
1

= `  عامل التضاؤل        

x

y

1
0

1

2

3

4

5

2 3 4-1

 (b) ( . )y 2 0 1 x
#=

x 0 1 2 3
y 2 0.2 0.02 0.002

. ,b b0 1 0 1a 1 1=   

x

y

1
0

1

2

3

4

2 3 4

ًّا       `  الدالة تمثل تضاؤلاً أسي  
.b 0 1= عامل التضاؤل `

.y 1038 598 1 0244 132173110 .= ^ h  3

(a)  أي أن عدد سكان الكويت سوف يكون تقريباً   
731 321 1 نسمة.

لأن نسبة الزيادة قد لا تكون ثابتة أي 2.44%.  (b)  

( )y a b x
= الدالة الأسية بالصيغة القياسية هي:   4

 
  -  

 
 =  

      Decay Ratio 20 000
17000 20 000

=
-

 .0 15=-

. % %0 15 100 15#- =-  :   

.    15%    

 6     y abx
=  :    b

.( )    b    (y)   (x)  

.   I  b = 1 + I     

b = 1 - 0.15 = 0.85 :   

 .a20 000 0 85 0
= ^ h  0  x  20 000  y  

 a 20 000=

  ( . )y 20 000 0 85 x
=

 ( . )y 20 000 0 85 6=  6  x  

 .y 7542 99.  

.  7540   6    

.  4     ( )       5

400

1 2 3 4

800

1200

1600

2000

2400
y

x

 

 

 

.         a  

.               y = ab
x    b  
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57

4-2
   

Exponential Functions and their Graphs

   A 

:        (1-4)  

(1) y 4x
=  (2) y 6 3x

= +  (3) y 2 x
=

-  (4) y 3x 4
= -

+

:           (5-8)  

(5) ( )y 15 x
= -  (6) y 3

1 2x

=
+

` j  (7) ( )y 34 2x
= +

-  (8) ( )y 2 13 2x
= - +

.              (9-13)  

(9) e3 (10) e5 6 (11) e4
5 2

1

` j

(12) 
e
4
6  (13) ee

.   y abx
=  :       a   (14)

       ´Aª   eA P 0.0001t
=

-  :   :   (a)  (15)
:      .      ´Pª    ´tª

(P)    (t) (A)    

10 000

7 500

6 000

5 000

2 500

2 000

5

5

5

5

5

5

  .A , P      (b)  

       .          :   (16)
( . )y 20 0 92 x

#=   :   x m     y     y   

.(     180 m  6 m      )   

.     15 m         (a)  

       107 m          (b)  
.      

 
  ï.     
  ï      

.
  ï.  e 

:  
  ïReflexion  
  ïTranslation  

   
Exponential Functions and their Graphs

4-2

   

( ) t   ( )   f t^ h 

:        . ( )f t a bt= :  
•   f 10 =^ h

•  .     
•  .        

.            a

(       ) :    b

43.753.503.2532.752.502.2521.751.501.2510.750.500.250t
168421f(t)

.          c

g t 2t
=^ h      f t^ h       d

  

 Graphing Exponential Functions     
 a ≠ 0  y abx

=     a, b       
:     b 02  , b 1!

 a  :

-2 -1

1

1

2

2

3

3

4

4

5
y

x

y b x
=

-

-3 -2 -1

1

1

2

2

4

5

3

y

x

y bx
=

(4) -y 2
1

2
x x

= =` ^j h

(5) -y 4
1

4
x x

= =` ^j h

(6) -
y 7

1
7

x x
= =` ^j h

(1) y 2x
=

(2) y 4x
=

(3) y 7x
=

 y bx
=       b 02  , b 1!  y b x

=
-     

.   
132

الدوال الأسية وتمثيلها بيانيًّا  :4-2

الأهداف  1

يرسم التمثيل البياني لبعض الدوال الأسية.• 

يحدد دور الثوابت في الدوال الأسية.• 

يستخدم العدد e كأساس في الدوال الأسية.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

.e انعكاس - انسحاب - العدد

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة بيانية - ورق رسم بياني - جهاز إسقاط
(Data Show) - حاسوب.

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

( )y 3 2 x
= ارسم بيان الدالة:   (a)

y 2 4
1 x

= a k ارسم بيان الدالة:   (b)

) إذا كان الرسم  )y a b x
= (c)  أوجد قيم: a, b في الدالة: 

البياني لهذه الدالة يمر بالنقاط: (2 ,75) ,(1 ,25).

التدريس  5

تعتبر الدوال الأسية ذات أهمية كبرى لما لها من 
استخدامات في التطبيقات الحياتية.

في المثال (1)

ركز انتباه الطلاب على جدول القيم، اسألهم إذا لاحظوا 
3 عندما تتزايد x في العمود الأول 

1 x

` j ما يحدث لقيم 3x و
 3

1 x

` j لجهة اليسار. اطلب إليهم الربط بين قيم 3x وقيم 
على الجدول عند القيم 1-، 2- والقيم 1، 2. شجعهم 

على استنتاج التزايد على منحنى 3x واستنتاج التناقص على 

.x 3 وذلك عند تزايد المتغير
1 x

` j منحنى 

في المثال (2)

, لها منحنى  ( )y ab a 0x 1= اشرح للطلاب أن الدالة 
, في محور  ( )y ab a 0x 2= وهو انعكاس لمنحنى الدالة 

 ( )2
1

2 x
- ) وقيم  )2

1
2 x السينات. شجعهم على ملاحظة قيم
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 a  :

-2
-1

-2

-3

-4

-5

1 2 3 4-1

y

x

y b x
= -

-

y
1 2-4 -3 -2 -1

-1

-2

-3

-4

-5

-6

x

y bx
= -

(4) -y 2
1

2= - = -
x x

` ^j h

(5) -y 4
1

4 xx
= - = -` ^j h

(6) -y 7
1

7= - = -
x x

` ^j h

(1) y 2x
=-

(2) y 4x
=-

(3) y 7x
=-

.    y bx
= -       b 02  , b 1!  y b x

=-
-      

  y bx
=       b 02  , b 1!   y bx

= -         :
.  

.     ,y y3 3
1x

x

= = ` j  :    

:

.    :2 .    :1 

y

1

1

2

-1 x

y 3x
=

y 3
1 x

= ` j

x y 3x
= y 3

1 x

= ` j

-2 0.111 9

-1 0.333 3

0 1 1

1 3 0.333

2 9 0.111

3 27 0.037

.     y 5x
=  , y 5

1 x

= ` j  :     1

133

على الجدول عندما تتغير x. اعرض أمامهم على جهاز 
الإسقاط أمثلة متعددة عن بيان دالتين حيث إشارة a سالبة 

وموجبة.

في المثال (3)

شجع الطلاب على استخدام الانسحاب في التمثيلات 
البيانية للدوال الأسية لأنه يساعدهم كثيرًا. فسّر لهم جيدًّا 

الرموز المستخدمة وكيفية التعامل معها بين الدالتين: 
. , ( )y ab y a b kx x h

= = +
-

في المثال (5)

يعالج هذا المثال حالة خاصة من قيم b في الدالة الأسية، 
y هي  ex

= ، أي أن الدالة  .e 2 718- b علمًا أن:  e= حيث 
y هي دالة تناقصية. e x

=
- e. أخبرهم أن  12 تزايدية لأن 

تطبيق إثرائي (الطب)
يبينّ كيفية تطبيق التضاؤل باستخدام الدالة الأسية وذلك 

على مادة مشعة تستخدم في المستشفيات. اشرح لهم 
معنى نصف العمر. ثم اطلب إليهم إجراء بحث أو القيام 

بزيارة لمستشفى للتعرف أكثر إلى طبيعة هذه المادة.

الربط  6

التطبيق الإثرائي في الطب يوفر الربط بين الدوال الأسية 
لجهة التضاؤل والمواقف التي تهم كل واحد منا في حياته 

اليومية.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في استخدام الإزاحة (الانسحاب) مع 
. ( )y a b x

= ) والدالة الأساسية  )y a b kx h
= +

- الدالة 

شدّد على فكرة أن h هي إزاحة إلى اليمين إذا كانت موجبة 
وإزاحة إلى اليسار إذا كانت سالبة، وأن k إزاحة إلى أعلى إذا 

كانت موجبة وإزاحة إلى أسفل إذا كانت سالبة.

التقييم  8

تابع الطلاب في فقرات «حاول أن تحل» للتأكد من 
إمكانياتهم على إستيعاب المفاهيم والمهارات التي 

اكتسبوها في هذا الدرس.
58

  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  .  , ,y ab b ba 0 0 1x 2! !=  :      (1)

a  b  y 2x
=         y 2x

= -    (2)

a  b  ( )y 3 x
= -

-         ( )y 3 x
= -    (3)

( )y 3 5 x
=      ( )y 3 5 2x

=
-    (4)

a  b  .     

a  b   .3       ( )y 3 2 x
=    (5)

.        (6-12)  

:        y 2
1

53
1x

= +
+

a k   (6)

a  ( )y 3 2 x
=  b  ( )y 3 2 x

=
-  c  y 3 2

1 1x

=
+

a k  d  y 2
1 x

= a k

:       ( )y 43
1 x

=     (7)

a  ( )y 3 4 x
=  b  ( )y 3 4 x

=
-  c  ( )y 13

1
2 2x= +  d  ( )y 23

1 3x=

:    y 2
1

38
x2

= +
+

`
^

j
h

       (8)

a  3-  b  2-  c  8-  d  0

( )g x =  :        ( )( )f x 13 5 x
= -  :   (9)

a  ( )3 5 1x
+  b  ( )3 5 1x

-
-  c  ( )3 5 1x

- +  d  ( )3 5 1x
+

-

:  ( )y 1
52

x
=     ( )y 2

1
5 32x

= -
+      (10)

  3     b    3     a   

  3     d       3 c   

     0.6    ( )y a b x
=        (11)

:  (2 , 1.8)

a  . ( )y 1 8 2 x
=  b  . ( . )y 2 1 80 x

=  c  ( ).y 2 0 6 x
=  d  ( . )y 0 65 x

=

x 0 1 2 3
y 4 5.2 6.76 8.79

 :         (12)

a  x xy 2
1

42
= + +  b  ( . )y 1 34 x

=  c  . ( )y 1 6 4 x
=  d  ( . ) .y 0 6 2 84 x

= +
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اختبار سريع

e إلى أقرب 
3

5

1 استخدم آلة حاسبة لمعرفة قيمة 

جزء من عشرة آلاف. 49.4711

2 اكتب دالة أسية أساسها 2 وتمر بالنقطة (12 ,3).

y 2
3

2 x= ^ h  

إجابات وحلول  9

«عمل تعاوني»

عامل النمو ثابت وهو 2.  (a)

 (b)
t 0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.50 1.75

f(t) 1 1.19 1.41 1.68 2 2.38 2.83 3.36

2 2.25 2.50 2.75 3 3.25 3.50 3.75 4

4 4.76 5.66 6.73 8 9.51 11.31 13.45 16

(c) y 2x=

x

y

1

1

2

3

4

2-1-2-3-4-5
 

تحقق من إجابات الطلاب.  (d)

«حاول أن تحل»
1  y 5

1 x

= ` j

x

y

1

2

3

4

5

6

-3 -2 -1 1

 

x

y

1

1

2

3

4

5

2-1 3

.     ,y y2 22
1

2
1x x

= =-^ ^h h  :    

:

.    :2 .    :1 

y
1

1-1

-1

x

y 22
1 x

= ^ h

y 22
1 x

= - ^ h

x y 22
1 x

= ^ h y 22
1 x

= - ^ h

-2
8
1

8
1

-

-1
4
1

4
1

-

0
2
1

2
1

-

1 1 -1

2 2 -2

3 4 -4

.       a  2

1  y 4 2 x
=- ^ h  2  y 4 2 x

= ^ h

. a          b  

.a 0!  b 02  , b 1!  y abx
=             

.   k    h   y abx
=      y a b kx h= +-

^ h  :   

y 2
1 38

2x

= +
+

2 ` j  :     y 2
181

x

= ` j  :   

:

:1 6543210x

0.1250.250.51248f x1 ^ h  ( )y f x
18 2

x

= =1 1 ` j    

( )f x
18 2

x

1 = ` j  :  
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:2 

( )y f x 8 2
1 3

2x

2 2= = +
+

` j  :   

k 3=  , h 2=-  

f x 8 2
1 x

1 =^ `h j  :    

y

x

(0, 5)

(2, 2)

( )f x2

( )f x1

-1-2

1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

6

6

7

7

8

8

9

9

10

10

11

11

12

12 13

 .    3     

y 2 3 x
= ^ h  :           3

a  y 2 3 x 1
=

+
1 ^ h  b  y 2 3 4x

= -2 ^ h  c  y 2 3 13x
= +

-
3 ^ h  

r 0!   r  y abrx
=  :      

f x 39
1 x2

=^ ^h h  :   

:

2.521.510.50x

279310.330.11f (x)

 :   

xf 39
1 x2=^ ^h h  

:  

0.5

0.5-1.5 1-1 1.5-0.5

1

1.5

2

2.5

3

y

x

 xf 39
1 x2=^ ^h h  

xf 39
1 1x2= -^ ^h h  :    4
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2  (a) (1) ( )y 4 2 x
= -

x

y
1-2-3-4-5-6-7 -1

-8

-7

-6
-5

-4

-3

-2

-1

 
 (2) ( )y 4 2 x

=

x

y

1

2

3

4

-1-2-3-4-5-6  
ًّا أما بيان الثانية فيمثل  (b)  بيان الأولى يمثل تضاؤلاً أسي  

ًّا. ا أسي نموًّ

3  (a) ( )y 2 3 1x
1 = +

 x

y

1

2

3

4

5

6

7

-1-2-3-4-5-6-7-8
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:
  e    
    
    .1748 
     

.  

Symbol     e  e 
.y x1

1 x

= +` j  :        

    e    2.718  y      x  
 ( )   e      2.71828   

. e4^ h   ex   e       .  ( )  

x f(x)
2 2.25
4 2.4414
6 2.5216
8 2.5658
10 2.5937
12 2.613
14 2.6272
16 2.6379  

y

x

y = e

2

2

2.5

1.5

0.5

1

4 6 8 10 12 14 16

:(       )       a

2 1 1.53
1

4
3

- -, , , ,e e e e e4

ey x
=  :   b

:

a   .e 7 3892
.  .e 0 3681

.
-  3

1

.e 1 396.  

4
3

.e 2 117.  .e4 0 893.1 5
.

-  

ey x=    ey x=    b

x1-4 -3 -2 -1

1

2

2

3

3

4

5

y  x -2 -1 0 1 2 3
ey x= 0.135 0.37 1 2.718 7.39 20

 

:         5

.(       )  

a  e4 b  e-3 c  e 2
1
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( )   
 .               
  (Tc - 99 m)   100 mg     

 .  6   

 (Tc - 99 m)      a

.  36   6     

.      b

 (Tc - 99 m)      c

.  75  

:

    (Tc - 99 m)   a

.  6 

 (Tc - 99 m) 
(mg)  

     
(6 h) 

100 0 0
50 6 1
25 12 2

12.5 18 3
6.25 24 4
3.125 30 5
1.5625 36 6  

100 mg  (Tc - 99 m)    b

6 h   b 2
1

=     

(Tc - 99 m)    y :   

.    x
1
6` j      (x)  

y 2
1

100
x

6
1

= ` j  :  

y 2
1

100
x

6
1

= ` j  c

y 2
1

100 6
1 75

=
#

` j  75  x   

y 2
1

100
.12 5

= ` j   

 .0 01726.

0.017 mg  75 h   (Tc - 99 m)   

Technetium 
   (Tc - 99 m)
    .
   
   

.

 
   
  (Tc - 99 m )
.     
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 (b) ( )y 2 3 4x
= -2

 

x

y

1

1

2

3

4

-1
-1

-2

-3

-4

-2-3-4

 (c) ( )y 2 3 13x
= +

-

3

 x

y

1

2

3

4

5

6
7

321 4-1-2

4  ( )y 9
1

3 12x
= -

 
x

y

1

2

3

4

5

6

21-1-2-3

5  (a) e .54 5984 .

 (b) e .0 04983 .-

 (c) e .1 64872
1

.
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Seismograph  
  )  
     (
    

.  
    
    
    

.  

.      x# =     
 ( )E x30 .6 8# #  = E 308

#

 x = 
E
E

30
30

.6 8

8

#

#

 x = 
30
30

.6 8

8

 = 30 .1 2

 .59 2.

.       59.2       

        7         1
    4.9  

.   y   x    b  y bx
=    

 .      y  b   x    
   log^ h    b   y    x  

. log yx =
b

 

:   

  

log 49 2=7 72 = 49

... ...log =10 103 = 1 000

... ...log =3 35 = 243

log 2 2
1

=4 4... = ...

2
1

16
14

=` j

log 25
1

2= -
5

...

... 120 = 1

( ) 

y bx
=log y=

b
x
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Logarithmic Functions and their Graphs

 
  ï.   
  ï.    
  ï.    

:  
  ï  

Logarithmic Expressions 
  ï  

Common Logarithms  
  ï  

Logarithmic Functions  

:
    
 Charles F. Richter)
   (1900-1985)
 (Rossi)   
  1880   
     
  (Mercalli) 
  1902   
  1935   

.    
  1977   
  
    

.  
     
     

.1960  22

 

 

:    y 10x
=     1

x 0 1 2 3 4 5 6 7
y  

.y     x     2

0.5  1.5   x   y    3

   
Writing and Calculating Logarithmic Expressions  
       .(E)       
 (E)      5       

.  4       30#  

 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

E ◊ 309E ◊ 308E ◊ 307E ◊ 306E ◊ 305E ◊ 304E ◊ 303E ◊ 302E ◊ 30

1 +  

E

30 ◊  

.     8.0  1995    

.  6.8  2011       

               

(    : )

 :

.  8     

E 308# =       

.  6.8     

E 30 .6 8# =       

4-3
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3-4:  الدوال اللوغاريتمية وتمثيلها 
بيانيًّا

الأهداف  1

يستخدم رموز اللوغاريتمات.• 

يوجد قيم المقادير اللوغاريتمية.• 

ًّا.•  يمثلّ الدوال اللوغاريتمية بياني

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

مقادير لوغاريتمية - اللوغاريتمات المعتادة - الدوال 
اللوغاريتمية.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة بيانية - ورق رسم بياني - جهاز إسقاط
(Data Show)- حاسوب.

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

(2)y x
= ارسم بيان الدالة:    (a)

ey x
= ارسم بيان الدالة:    (b)

10x ارسم بيان الدالة:    (c)

927 3x
=

- أوجد حل المعادلة:    (d)

xy 2
= أوجد معكوس الدالة:   (e)

التدريس  5

ًّا، كما أنك أوجدت  تعرفت بعض الدوال ومثلتها بياني
معكوس هذه الدوال وتمثيلها البياني. وفي هذا الدرس، 

سوف تتعرف معكوس الدالة الأسية وهي الدالة 
اللوغاريتمية.

تكمن أهمية هذه الدالة بأنها فتحت آفاقاً واسعة أمام 
العلماء في تبسيط العمليات على الأعداد، ووفرت لهم 

فرصًا كبيرة لمعالجة مواقف حياتية.

في المثال (1)

اطلب إلى الطلاب إجراء مقارنة حول كمية الطاقة المنطلقة 
من زلزالين مختلفين في القوة بحسب مقياس ريختر.
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4-3
   

Logarithmic Functions and their Graphs

   A 

:         (1-8)  

(1) 4 162
=  (2) 7 3433

=  (3) 2
1

4
2

=
-

` j  (4) 8 4
13

2

=
-

(5) 3
1

27
13

=` j  (6) .10 0 012
=

-  (7) 6 6 62
3

=  (8) 5 125
13

=
-

:         (9-14)  

(9) log 128 7=2  (10) log 64 3=4  (11) log 100 2=

(12) log 9
1

2= -3  (13) .log 0 0001 4= -  (14) log 5243
1

= -3

:       (15-20)  

(15) log 42  (16) log 82  (17) log 88

(18) log 25
2  (19) log 2

1
2
1  (20) .log 0 01

:        (21-23)  

(21) log ( )y x 1= +
6

 (22) log ( )y x 2= -
8

 (23) log( )y x 42
= -

.1 26 10 2
#

-   (   )   H +6 @     (24)

. H Hlogp = -
+6 @   (pH)    

3.1  (Cider Vinegar)       (25)

. H+6 @     

.         (26-27)  

(26) log ( )y x= 3  (27) log ( )y x 1 2-= +3

log ( )y x= b  :   1      b   (28)

في المثال (2)

شدّد للطلاب على فكرة العلاقة التي تربط بين الدالة الأسية 
ومعكوسها وهي الدالة اللوغاريتمية. اكتب على السبورة 
. أخبرهم أن b هي أساس الدالة الأسية وهي قيمة  by x

=

ثابتة، وأن x هو المتغير. أكّد لهم أن معكوس هذه الدالة 
لا يمكن إيجاده بالطرق التي استخدمناها سابقًا أي بحل 

المعادلة وإيجاد x بدلالة y. شجعهم على كتابة عدة مرات 
. logx y=

b
by معكوسها  x

= ما يلي: 

أعط أمثلة لترسيخ مفهوم هذه العلاقة.

في المثال (3)

يساعد هذا المثال على فهم كيفية استخدام الدالة 
اللوغاريتمية في مواقف حياتية، وذلك بتحويل الدالة الأسية 

وإيجاد معكوسها.

في المثال (4)

يساهم هذا المثال في إيجاد مجال التعريف بالدالة 
 x اللوغاريتمية، ويساعد الطلاب على إيجاد فترة المتغير

عندما يكون متغير الدالة اللوغاريتمية بدلالة x، والمهم هو 
معرفة الطالب أنه من الواجب دائمًا المحافظة على الشرط 

القائل بأن متغير الدالة اللوغاريتمية يجب أن يكون دائمًا 
قيمة موجبة.

في المثال (5)

يبينّ هذا المثال بشكل واضح العلاقة بين منحنى الدالة 
الأسية والدالة اللوغاريتمية، فيكون معكوس الدالة الأسية هو 

أيضًا دالة.

في المثال (6)

يساعد على استخدام دالة المرجع والانسحاب الأفقي 
 blog x والرأسي لرسم دالة لوغاريتمية، ويوضح العلاقة بين 

. log x h k- +b ^ h و

الربط  6

يوفر المثالان (3) ,(1) الربط بين الدوال اللوغاريتمية 
ومواقف حياتية خاصة في مجالي قياس الزلازل وقياس 
درجة الحموضة، وكيفية استخدام هذه الدوال وتبسيط 

الحلول.

:
(   )  + 

... n1 1 1 1 1 1 Nn1 2 3 4 != = = === ^ h :   :

log 1 11
=

1
, log 1 22

=
1

, log 1 33
=

1
 ... :   

.      log y1  

y R6 ! +  ,   b 1R! -
+ " ,  

logy y xbx
,= =

b
   :   x   

.        

.log
8
 16  

:

log x168 =   

16 8x
=     

2 24 3x
=  2     

x4 3=     

 x 3
4

=

 log 16 3
4

8 =

:       2

a  log 10010  b  log 279  c  log 32
1

64

:

 log x  log
10

 x  :  10     log x

log
10 

4 = log 4 :

 

 .pH     

 .   [H+]       
.(-log[H+])   pH

 6.6  pH    2.3   pH 
     .         
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  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  logx y=   y 3x
=    (1)

a  b  y 2 x
=

-   ( )log y x- =2    (2)

a  b  . logx2 5= 2   4 5x
=    (3)

a  b  R   ( ) logf x x2
= ^ h   (4)

a  b  y 3x
=    y x 0- =      logy x= 3    (5)

.        (6-11)  

:  logy x= 2    (6)

a  logy 2= x  b  y x2
=  c  y 2x

=  d  logy 2x
=

:  logy x 1= -    (7)

a  R  b  R+ c  ,1 3^ h d  / 1R " ,

:  logy x 12
= +^ h   (8)

a  R  b  R+ c  ,1 3h6  d  ,1 3^ h

:    logy x= 5     (9)

a  logy x 1 1= - -^ h  b  ( )logy x5= 5

c  logy x 1 1= - -5 ^ h  d  logy x 12
= +5 ^ h

:  logy x=     ( )logy x 1 2= + -      (10)

     b        a  

     d        c  

  H+
6 @      logH Hp = -

+
6 @ :  (pH)    (11)

:      4 10 6
#

-   

a  .6 6-  b  6.6 c  .5 4-  d  5.4

:
    

(Maple Syrup)
     
   ( )
    
    
 .    
   
    
    
     
     
    
    
    
   
 .     
    
   
     

.  

 

 

:

         

 pH = -log[H+]
 6.6 = -log[H+]
 log[H+] = -6.6

 [H+] = 10-6.6

 .2 5 10 7
#. -

 pH = -log[H+]
 2.3 = -log[H+]
 log[H+] = -2.3

 [H+] = 10-2.3   

 5 10 3
#. -    

.5 10 2 5 103 7
# #2- -   

.           

.      

 (Maple Syrup)         3
.pH = 5.2

Graphing Logarithmic Functions     
.      

  :
, { }x b0 1R6 2 ! -

+

: , ( ) logf f x xR R" =
+

b  :  
b     

:       
a  ( )6logy x

5
=  b  ( ) log( )x xf 3= -

c  ( ) log ( )g x x2

2
=  d  (( ) log )h x x4 5 3

3
= -

:
a    x x6 0 0&2 2

,0 3+ =^ h     

b    x x3 0 3&2 1-

, 33- =^ h     
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أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

y إلى دالة  bx= قد يخطئ الطلاب في تحويل الدالة 
لوغاريتمية. ساعدهم ، من خلال عدة أمثلة مشابهة 

log بعد تبديل  y x=
b

y أو  bx= للمثال (2)، على كتابة 
المتغيرات.

التقييم  8

تابع باهتمام أعمال الطلاب في فقرات «حاول أن تحل» 
لتدرك مدى قدرة الطلاب على الربط بين الدالة الأسية 

والدالة اللوغاريتمية.

اختبار سريع

5 في الصورة اللوغاريتمية. 25
12

=
- 1 اكتب: 

log 25
1

2= -
5
a k  

3 814
= log3 في الصورة الأسية.  81= 4 2 اكتب 

logy x2
2

= + ًّا الدالة:  3 مثلّ بياني

x

y

-1

-1

1

1 2 3 4

2

3

4

5

6

-2

0

logy x2= +
2
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.     (1)       (2)      (12-15)  

(1) (2) 

:  

 logy x
4
1= -  (12)

 logy x= - 4  (13)

a  y 4x
=

b  y 4
1 x

=
- -

a k

c  y 4
1 x

= a k

d  ( )y 4 x
= -

-

(1) (2) 

:       

( )logy x= 3  (14)

( )logy x4= 2  (15)

a  

1

1-1
-1

-2

-2

-3

-3

-4

-4

-5-6

2

2

3

3

4

4

5

5

6

6

7
8
y

x

b  

1

1

-1
-1

-2

-2

-3

-3
-4
-5
-6
-7

2

2

3

3

4

4
5

5 6 7 8 9

y

x

c  

1

1

-1
-2
-3
-4
-5
-6
-7

2

2

3

3

4

4
5

5 6 7 8 9-1-2-3

y

x

c   x x0 02
&2 2

  x 02   x 01

. , ,0 0,3 3- =^ ^h h     

0R-" ,  
d   x x x3 0 3 5 3

5
5 & &2 2 1- --

. , 3
5

3- =a k     

:        4
a  logy x2 2= + -

5
^ h b  ( ) logf x x 12

4
= +^ h c  ( ) logg x x1= -

7
^ h

(1, 10)

(0, 1)

(1, 0)

(10, 1)

9

7

5 7 9-3

-3

-1-1 x

y

5

3

3

1
1

y
x

=

y = logx

y = 10x

 :      

. y 10x
=  logy x=

y 10x
=     (1, 10) (0, 1)  

logy x=     (10, 1) (1, 0) 

        
.y = x 

.       

.  logy x=
2

     :      
:

2y x
=     logy x

2
=  

:1 x -1 0 1 2
y 2x

= 0.5 1 2 4   
y=

 2
x

y =
 x

(2, 1)

(0.5, -1)

(4, 2)
y = log 2

 x
(1, 2)

(2, 4)

(-1, 0.5)

5

5

4

4

3

3

2

2

1

1-3 -2

-2
-1-1

-3

x

y

 y 2x
=     

:2 

y x=   

:3 
      

x 0.5 1 2 4
logy x=

2
-1 0 1 2

 logy x=
2

    

:
      

   

. x x 0R
2

&d6 $

:
| |x x2

=
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إجابات وحلول  9

«عمل تعاوني»

تحقق من إجابات الطلاب.  1  - 3

«حاول أن تحل»

E
E

30 1265
30
30

4.9

7
2.1

#

#
= =  1

  أي أن طاقة الزلزال 7 درجات تساوي تقريباً 265 1 مرة 
طاقة الزلزال 4.9 درجات.

2  (a) ;log x1010
2

=

  ; x10 10 22x
= =

 (b) ; ;9 27 3 32x x 3
= =

  x 2
3

=

 (c) 64 32
1x

=

  2 26 5x
=

-

  x6 5= -

  x 6
5

= -

3  pH Hlog= -
+6 @

 . Hlog5 2 = -
+6 @

 H .log 5 2= -
+6 @

 H 10 5.2
=

-+

 .H 6 31 10 6
#. -+

4  (a) ; ,x x2 0 2 32 !- ^ h

 (b) ; ,x x1 02 3 32 !+ -^ h

 (c) ; ,x x1 0 132 !- -^ h

9 x
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.  logy x=
3

     :       5

Translating Logarithmic Functions    
logy x

b
=  :           

.   k    h  logy x
b

=  :      logy x h k
b

= - +^ h  :   

.    logy x 2 3
6

= + -^ h  :   

:

:1 

logy x
6

=  :   

x log
6
 x y

6 log
6
 6 = 1 1

1 log
6
 1= 0 0

6
1

log 6
1

1=-
6

-1

36
1

log 36
1

2
6

=- -2
 logy x

6
=  :     

:2 

( )logy x 2 3
6

= + -  :    

:  logy x=
6

    
 

x

y

1

1-2

-2

-3

-4

-5

-6

-1
-1

2 3 4 5 6

logy x=
6

( )logy x 2 3
6

= + -

   h 2=-  ( )  

.        

  k 3= -  ( )  

.  3      

.    ( )logy x 3 1= - +
3

 :    6
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«تدريب»

الصورة  اللوغاريتمية الصورة الأسية
log 49 2=

7 7 492
=

log 1000 3=
10 10 10003

=

log 243 5=
3 3 2435 =

log 2 2
1

=
4 4 22

1

=

log 16
1

4
2
1 =

2
1

16
14

=a k

log 1 0=
12 12 10

=  
logy x= 3 نرسم بيان الدالة:   5

x 1 3 9

y 0 1 2  
y باستخدام نقاط الجدول 3x= ثم نرسم بيان الدالة   

التالي:  

x 0 1 2

y 1 3 9  
y

1 2 3
-1

-1

-2

-2

-3

-3

3

2

1

x

 
logy هو إزاحة لمنحنى الدالة:  x 3 1= - +3

^ h   6

، 3 وحدات إلى اليمين ووحدة واحدة  logy x= 3

إلى الأعلى.
y

1

1

2

2

3 4 5 6 7 8
-1

-2
-3

x

logy x=
3

logy x 3 1= - +3 ^ h  
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4-4
 

Properties of Logarithms

   A 

.         (1-8)  

(1) log log7 2+

(2) , ,log logy x x y2
1

0 02 2-4 4 ^ h 

(3) , ( , )log logM N M N4 0 02 2-

(4) , ( , , )log log logx y z x y z0 0 02 2 2+ +

(5) , ( , , )log log log
c a b ca b
2 0 0 04 3 2 2 2+ -  

(6) , ( , )log loga b a b3 0 02 2+

(7) , , ,log log logx y a x y a2
1

3 0 0 02 2 2+ -7 7 7^ ^h h

(8) , ( , , )log log logr x n r x n7 0 0 02 2 2- +

:       (9-16)  

(9) , ,log x yx
y

0 02 25 ^ h (10) , ,log x y x y0 03 5 2 2+ ^ h

(11) ,log ( )x x 2
3

7 2 3 2 2-3 ` j (12) , ( , , )log a b c
c

a b
0 0 04

2 3

2 2 2

(13) , ( , )log M N M N0 03 2 2 2-4  (14) , ( )log xx 054 2

(15) , ( )log ( )x x 12 1 3 2+ -( )  (16) , ( , )log yy
x

x 0 0
2

2 2

.    log 64      :   (17)

log log log5 2 5 2# #!^ h    :  (18)

.        (19-23)  

(19) log log4 16-2 2  (20) log log5 125-5 5

(21) log log3 2 4-2 2  (22) log log1 100+

(23) log log log5 8 2 2+ -

 
Properties of Logarithms

 
  ï.  
  ï.    
  ï.   

:  
  ï  

Multiplication Property  
  ï  

Division Property  
  ï  

Power Property  
  ï 

Sound Intensity  
  ï   

Level of Sound Intensity  

:  
    
  .   
    
     

:   
      a

.GRAPH 

.    b
  EXE    c
.    

:
log m n !+

b
^ h  

,log logm n+
bb

 
     

m n m n#+ =  

4-4

 

.       1

.        

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20
log x

  .          2
a  log 3 +log 5 = ... log (3 ◊ 5) = ...

b  log 1 + log 6 = ... log (1 ◊ 6) = ...

c  log 10 + log 2 = ... log (10 ◊ 2) = ...

...log m n# =^ h  :    :  3

  log n
m       :   a  4

log m , log n
m , n            b  

  )            5
  .(   

a  y = log x3      , y = 3log x
b  y = log x-1      , y = (-1)log x

log mk = ...         6

log 1 000          7

 Properties of Logarithms   
:      

 

, , ,m n b b 1Rd6 !+

log log logm mn n= +b b b   

log log log
m mn n= -b bb   

log logm mkk
= bb  , k Rd   
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خواص اللوغاريتمات  :4-4

الأهداف  1

يتعرف خواص اللوغاريتمات.• 

يختصر المقادير اللوغاريتمية ويفكها.• 

يطبق خواص اللوغاريتمات.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

خاصية الضرب - خاصية القسمة - خاصية القوى - 
شدة الصوت - مستوى شدة الصوت.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة علمية - ورق رسم بياني - جهاز إسقاط
(Data Show) - حاسوب.

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

( )( ) ,x y3 3 4
4

y

x

أوجد قيمة:   (a)

ارسم على مستوى إحداثي واحد الدالتين:  (b)

, ماذا تلاحظ؟  logy y x10x
= =  

4؟ اشرح. 5x x
# هل يمكن تبسيط المقدار   (c)

؟ اشرح.
9
7

y

x

هل يمكن تبسيط المقدار   (d)

التدريس  5

تابع الطلاب بدقة وهم ينفذون فقرة «عمل تعاوني» 
باستخدام الآلة الحاسبة. أرشدهم إلى كيفية استخدام 

المفاتيح وبخاصة أن الآلة الحاسبة تحمل فقط مفتاحين 
log فقط وهذا يعني  لقيم اللوغاريتم: واحد يوجد عليه 

 log اللوغاريتم المعتاد حيث الأساس 10 ويقابله الرمز
ln وهذا يعني اللوغاريتم  فقط، والثاني يوجد عليه 

الطبيعي وأساسه العدد e ويقابله الرمز ln وهذا اللوغاريتم 
سوف نتعرف إليه لاحقًا.

وضّح للطلاب كيفية استخدام الخواص اللوغاريتمية 
لما لها من أهمية في التحويلات بين الأعداد. أعط أمثلة 

متعددة تتناول خاصية الضرب وخاصية القسمة وخاصية 
القوى، مشابهة للأمثلة (3) ,(2) ,(1) .
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   . .log4 0 6021-  ,  .log5 0 6990-  ,  .log6 0 7782-    (24-28)   
.            .     

(24) log20 (25) log16 (26) log1.25

(27) log125 (28) log 36
1

   .              :  (29)
                
       .       
    I0   I  log I

I
10 =

0
    :   (dB)

.

:    

(dB )   W/m2   

120

0

1

10 2-

10 5-

10  6-

10  10-

10 11-

10 12-

 
  

  
 
 

  
  

  

  B 

.     b       a   (1-6)  

a  b  ( )log logx x1 2 12- = -  (1)

a  b  ,log log
x

x x1
2 02 2= -  (2)

a  b  , ,log loglogn
m

m n m n2
1

0 02 2= -c m  (3)

a  b  log loglog16 2 8- =22 2
 (4)

a  b  ( ) , , /log log
log

x y y
x

x y 1R!- =
+ " ,  (5)

a  b  log log4 9 2+ =6 6  (6)

:
log log 33 =

10

c  log logx x
25 25 2

1

= a k

 log x2
1 25

=   

 log logx2
1

25= -^ h  

 log logx2
1

52= -^ h

 log logx2
1

2 5= -^ h  

 log logx5 2
1

= -

.    c b a        2

a  log b72 ^ h b  log
c
3

2
` j  c  log a b7

3 4^ h

:

1  log 1 0=b  2  log b 1=
b

 3  log b mm
=

b

b 1!     b , m 

.log2 0 301.  , .log3 0 477.  , .log5 0 699.      

.            

.(       )

a  log20  b  .log0 5

c  log 3
8  d  log600

:

a  ( )log log20 4 5#=

 log log4 5= +   

 log log2 52
= +

 log log2 2 5= +   

 . .2 0 301 0 699. +^ h

 .1 301.
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.    (    )      

:          
a  log log8 4-

22
 b  log logx y3 +b b  c  2log log log3 4 16+ -

5 5 5

:

a  log log log log4 4
8 28 - = =2 2 2 2   

b  log log log logy yx x3 b
3

b b b
+ = +   

 ( )log x y3
= b   

c  log log log log log log3 2 4 16 2 2 23 2 4
+ - = + -5 5 5 5 5 5   

 ( )log log2 2 23 2 4
#= -5 5   

 log
2

2 2
4

3 2
#

= 5   

 log 2= 5

.           a  1

1  log log2 6+5 5  2  log log3 4 3 2-b b  3  log log log4 2 5 103 3
- + 3

   log log3 9 9-2 6     :   b  

.    

.            

.    y x       

a  log y
x

5  b  ( )log x3 4  c  log x
25

:

a  log log logy
x x y= -5 5 5   

b  log log logx x3 34 4
= +^ h   

 log logx3 4= +   
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في المثال (4)

اعرض أمام الطلاب عددًا من الحالات تساهم في فهم 
أهمية اللوغاريتم عند حساب شدّة الصوت أو كيفية 

تخفيضه إلى مستويات معينة.

اطلب إليهم دراسة شدة الصوت في مواقف حياتية 
مستخدمًا اللوغاريتمات.

الربط  6

يمكن الاستفادة من المثال (4) للربط بين شدّة الصوت في 
أماكن معينة واللوغاريتمات.
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.        (7-13)  

:  log log2 8 1255+4   (7)

a  4 b  5 c  6 d  15

:  log 45  ,log logx y3 5= =    (8)

a  x y+  b  x y2 +  c  y x2 +  d  x y2

:  ,log log logx x
x

x2
1

02+ +2 2 2 2
 (9)

a  1 b  2 c  x d  2x
:  m n 1+ -    ,log logm n2 3= =    (10)

a  .log 0 06 b  .log 0 6 c  log 6 d  log 60

:        ,m n3 2= =   (11)

a  log logn m2 3
-  b  log logm n2 2

-  c  log logn m3 2-  d  log logm n2 3-

:  log
x
8
3

3c m   (12)

a  log
x

3
8
3  b  log x3

1
8 3

-^^ hh c  log log x2 -  d  log log x2 3-

logL
I

10
10 12= -  :    140 dB  (L)        (13)

:  I   

a  1 b  1000 c  10 d  100

.     (1)       (2)      (14-15)  

.   logL
I10

10 12
= -  :  

(1) (2) 

:  (I)     

:    10 5-  (14)

:    .1 65 10 2
#

-  (15)

 a

 b

 c

  d
 

 

 

 

160

140

120

50

70

90

30

0

  
dB

 

b  .log log0 5 2
1

=

 log 2
1

=
-

^ h

 log2=-   
 .0 301.-

c  log log log3
8

8 3= -   

 log log2 33
= -

 log log3 2 3= -   
 . . .3 0 301 0 477 0 426. .-^ h

d  log log600 2 3 53 2
# #= ^ h

 log log log2 3 53 2
= + +   

 log log log3 2 3 2 5= + +   
 . . . .3 0 301 0 477 2 0 699 2 778# #. .+ +

:  (3)     3

a  log30  b  .log4 5

c  log 25
1  d  log1200

:    
.           .        

.Sound Intensity Level         

.               

:     

log I
IL 10
0

#= c m

(dB)        L  :

(w/m2)   /      I  
10-12     (  )         I

0
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أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

 , ,log log logxy y x3 3 3^ h قد يخطئ الطلاب في العلاقة بين 
فيكتبون على سبيل المثال:

( ) .log log logx y x y=+
3 3 3

 ( ). .log log logx y x y=
3 3 3

أكد لهم أن اللوغاريتم له خاصية التحويل من الضرب إلى 
( )log log logxy x y= +

3 3 3
الجمع كالتالي:

التقييم  8

تابع الطلاب وهم يحلون فقرات «حاول أن تحل» لتقف 
على إمكانيتهم في فهم عمليات التحويل المستخدمة في 

خاصيات الضرب والقسمة والقوى.

اختبار سريع

1 أعد كتابة كل تعبير مما يلي:

(a) log logx y+  log xy^ h

(b) log logx x2 -
3 3

 log x
3

(c) log log3 4+  log 12

2  log log8 2-
2 2

2 أوجد قيمة التعبير: 
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:    

10 12-
^ h    I0    I  log I

IL 10
0

=^ h

     (dB)  

:

L1 =     :  

L2 =      

L1 - L2 :        :

:         

( ) I
I

,logL 101
0

=   ( ) I
. I

logL 10 0 5
2

0

#
= c m

( ) I
I

( ) I
. I

log logL L 10 10 0 5
1 2

0 0

#
- = - c m

 .log logI
I

I
I

10 10 0 5
0 0

#= -^ ^ ah h k

 .log log logI
I

I
I

10 10 0 5
0 0

= - +^ ah k  

 .log log logI
I

I
I

10 10 0 5 10
0 0

= - -^ ^ ^h h h    

 .log10 0 5-=^ h

 .3 01.

3dB       

       25%           (4)   4
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:
      
    120 dB

.160 dB 

:
    
    
    

.
 

 

(  )

 

160

140

120

50

100

90

70

30

80

0

  
dB

 

  

  

  

  

  

150

log I
IL 10
0

#=  :    

   w/m2  

140 102   

... ... 10-2  

... ... 10-5   

... ... 10-8   

 ... 10-10    
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إجابات وحلول  9

«عمل تعاوني»

تحقق من إجابات الطلاب، وتأكد من   1  - 7

ممحسن استخدامهم لمفتاح اللوغاريتم الاعتيادي على الآلة 
log الحاسبة 

«حاول أن تحل»
1  (a) (1) log 12

5

  (2) log 2 log 83 =
b b

  (3) log log5 2 32=3 3

2 6! لا. لأن الأساس مختلف حيث   (b)

2  (a) log log b7 +2 2

 (b) log log2 2 3-c

 (c) log loga b3 4+7 7

3  (a) log30 log5 log2 log3 1.477.= + +

 (b) log4.5 log 2
9

2log3 log2 0.653.= = -

 (c) .log log25
1

2 5 1 398.= - -

 (d) .log log log log1200 2 2 3 2 10 3 079.= + +  

I
I

. I
I

.log logL L 10 10 0 25 6 021 2
.- = -

0 0
 4

. dB6 سوف يكون الانخفاض حوالى   

«تدريب»

قوة
الصوت

مستوى شدة 
الصوت

الشدّة
/w m2

نوع الصوت

ا مؤلم جدًّ 140 102
صوت صفارة 

إنذار

ا عالٍ جدًّ 100 10 2- صوت مصنع

عالٍ 70 10 5-
صوت منظف 

غبار

هادئ 40 10 8-
صوت دقات 

الساعة

ا هادئ جدًّ 20 10 10-
صوت تساقط 
أوراق الشجر
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log logx3 7 20=   

log
log

x 3 7
20

=

.0 5132.    

:

7 203x =

.7 20 00382 20.3 0 5132
. .

^ h   

:             1

a  3x = 4                                b  6x = 21                                c  3x + 4 = 101

.        

.     

:     
a  x 253

2
=  ,  x 02  b  m 325

=  ,  m 02

:
a  x 253

2

=

log logx 253
2

=    

log logx 53
2

2
=

,log logx x3
2

2 5 02=   

log logx2
3

3
2

2
3

2 5=a ak k

log x = 3log 5

log x = log 53   

x = 53

x = 125 ,0d 3^ h
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4-5

 
  ï.   
  ï    

.  
  ï     

.

:  
  ï  

Exponential Equations  
  ï  

Logarithmic Equations  
  ï   

Change of Base Formula 

  
     
     
    
   
    
    

.  

  
Exponential and Logarithmic Equations

  

  F   F kw3
2

=    :
  )        (kg)
  w        k 

.(  

:    

 :      a

:    k = 0.421 F = 145 kg

F wk 3
2

=    F , k    1

 w 3
2
   

w   2

 w 3
2

  F wk 3
2

=      3
           

.     2
3

 15 kg   400 kg      .     b

k   

Solving Exponential Equations    
.      7 493x

=         

    b akx
=  :          

:    x 

, ,a b m 1R R6 ! ! -
+ + " ,

log loga b a b,= =m m

.          

7 20x3
=  :     

:

 7 203x
=

log log7 203x
=       
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المعادلات الأسية واللوغاريتمية  :4-5

الأهداف  1

يحل معادلات أسية.• 

يستخدم اللوغاريتمات لحل المعادلات الأسية.• 

يستخدم الأسس لحل المعادلات اللوغاريتمية.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

معادلات أسية - معادلات لوغاريتمية - قاعدة تغيير 
الأساس.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة بيانية - ورق رسم بياني - جهاز إسقاط 
(Data Show) - حاسوب.

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

y بالصورة اللوغاريتمية. 4x
= اكتب   (a)

logy بالصورة الأسية. x= 7 اكتب   (b)

) بصيغة لوغاريتم  )log logx x3+
66

(c)  اكتب المقدار: 
واحد.

log بصيغة لوغاريتم واحد. log35 5- اكتب المقدار   (d)

log بصيغة لوغاريتم  log4 3 6 2+8 8 (e)  اكتب المقدار 
واحد.

log بصيغة لوغاريتم واحد. log5 32+ اكتب المقدار:   (f)

التدريس  5

تعرفنا الدالة اللوغاريتمية على أنها معكوس للدالة الأسية، 
وبالتالي لحل معادلة لوغاريتمية نحن نحتاج إلى استخدام 

الدالة الأسية.

كما أنه لحل دالة أسية، نحتاج إلى استخدام دالة لوغاريتمية 
وبالتالي نحن بحاجة دائمًا إلى آلة حاسبة لتعطينا قيم اللوغاريتم 
المعادلة  تتضمن  هل  الأهم،  السؤال  ولكن   log الاعتيادي 
ًّا log؟ بالطبع يوجد لدينا لوغاريتمات  دائمًا لوغاريتمًا اعتيادي
لها أساسات غير الأساس 10، لذا كان لا بد من إيجاد علاقة 

تحويل بين اللوغاريتمات ذات الأساسات المختلفة.
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:2    

log log x15 = 23   

. log x2 4650 2.  2.4650  log 153   

. log
logx

2 4650 2=     

. log logx2 4650 2 =^ h   

. logx0 7420 .  

x 10 .0 7420
=     

.x 5 5208.    

.log log15 5 5208` . 23

8      log
3
400   a  3

.log x 2 4650.2  (3)   :   b  

            

                 
.      

2 1723x
=  :  

:

2 1723x
=

( ) ( )log log2 172x3

2 2
=    2   

logx3 172
2

=  

log
log

x3 2
172

=     

.x 2 4754.    

7 3 0005x
=   :       4

153

b  m 325
=

2
5

m 32=

2
5

log logm 32=    

2
5

5log logm 2=

,log logm m2
5

5 2 02=   

log logm 5 5
2

2#=

log logm 2 2=  

log logm 22
=

m 22
=

, ,m 4 4 0d 3= ^ h

:      2

a  t 1282
7

=  ,   t 02  b  u 5 1143
- =  ,   u 02

.             

  

, , , ,m b c b c1 1Rd6 ! !+

log
log
log

m
m
b=
c
c

b

log log7 7
log log log log

log
7 3 3 3

7
= = =3

2

2

5

5  :

2    log
3
15    log

3
15      

:

log log
log

m
m
b=

c

c

b

log log
log

15
15
3=

3
    

.2 4650.    
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في المثالين (2) , (1)

لحل معادلة أسية، نجد أننا بحاجة إلى تطبيق اللوغارتيم 
log على الآلة الحاسبة. الاعتيادي 

في المثالين (4) ,(3)

اطلب إليهم كتابة قاعدة تغيير الأساس عدة مرات لكي 
يتمكنوا من استخدامها. أخبرهم أن ذلك ضروري كي 
يتمكنوا من استخدام الآلة الحاسبة. فعلى سبيل المثال، 
. لايوجد على الآلة الحاسبة log7 (أي  log 327 لإيجاد 
لوغاريتم أساسه 7) لذا نحن بحاجة إلى قاعدة التحويل 

فنكتب: 

log log
log

32 7
32

=
7

.log 32 1 781.
7

تطبيق إثرائي

يبينّ كيفية تطبيق مواقف حياتية باستخدام الدوال الأسية 
والدوال اللوغاريتمية لإيجاد الحلول المطلوبة. كما أن 

الرسم البياني يساعد أيضًا على إيجاد حلول تقريبية.

في المثال (5)

لحل معادلة لوغاريتمية، يجب استخدام الصيغة الأسية مما 
يساعد على عزل المتغير، وبالتالي إيجاد القيمة التي تحقق 

المعادلة.

ركّز مع الطلاب على خواص اللوغاريتم التي سبق أن 
تعرفوها.

نبهّ الطلاب إلى ما يلي:

(a) log log logx y x y! !!
b b b
^ h

 log log logxy x y= +b b b^ h ولكن: 

(b) log log logxy x y!b b b^ ^ ^h h h

(c) log
log

log y
x

y
x
!

a

a
a a k

 y
x

x ylog log log= -a a a` j ولأن: 
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4-5
  

Exponential and Logarithmic Equations

   A 

:     .      (1-8)  

(1) 6692y
=  (2) 12 202y

=
-  (3) 405 3x

- = -  (4) 144252 1x
=

+

(5) , xx3 27 0
3
2 2=  (6) r2 8 26

5
3+ =  (7) n 12 527

- =  (8) x3 2 334 3
- + =

:           (9-13)  

(9) log 72  (10) log 333  (11) .log 0 08521

(12) log 5105  (13) .log 1 1164

2 80
x
3 =  :   (14)

.   2      (a)  

.   10      (b)  

    .(a), (b)      (c)  

:       (15-20)  

(15) log x6 3 4- = -  (16) 3log logx 8- =

(17) ( )log x3 5 1- =2  (18) log loglogx x 32 8+ - =^ ^h h

(19) log loglogx x 203 2- + = -^ ^h h  (20) 49 2log( )x2 1 =-

(21) 64 4log log
( )x5 3

=
-

             :   (22)
.          80    3.5% 

.  10         (a)  

   15                 (b)  

y

5
4
3
2
1

1-1 -0.5 0.5 x

y 3
2x

=

y 5=

 .      

 3 52x
=       

y 5=   y 32x
=  :    

.(0.732, 5)   

.  0.732     `

 
                  

.   

.2006  65         1990  112  

 .        a

     5            b

.    
:

.y ba x
=      a

16  2006    1990   

 ba112 0
=  112  y  0  x   

 a 112=  b 10
=

  y b112 x
=

 b65 112 16
#=  65  y  16  x   

 b 112
6516

=

 log logb 112
6516

=     

log logb16 112
65

=

 .log b 0 01476904.-    
 .b 0 96656476.

  ( )( . )y 112 0 96656476 x
=

y = 5  b
y

x

6
5

4
3

2

1
y = 112 ^ (0.96656476)x

y = 5

25

(91.79, 5)  

50 75 100 125 150175 200

 ( )( . )y 112 0 96656476 x
=  

( )( . )5 112 0 96656476 x
=  

x 92.   

1990 + 92 = 2082  
.2082    5      

.      
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الربط  6

يوفر التطبيق الإثرائي فرصة أمام الطلاب لاستخدام الدالة 
الأسية في موقف حياتي، حيث تتناقص أعداد النمور 

العربية في شبه الجزيرة العربية، ويبينّ كيفية التعامل مع 
الدالة الأسية والدالة اللوغاريتمية لإيجاد الحل.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في استخدام قاعدة التحويل أو قد 
يستخدمون الآلة الحاسبة مع اللوغاريتم الاعتيادي من 

دون الانتباه إلى أساس اللوغاريتم. نبه الطلاب إلى القاعدة: 
، حيث (log) هو اللوغاريتم الاعتيادي  log log

log
m b

m
=b

وله مفتاح على الآلة الحاسبة.

التقييم  8

إن متابعة المعلم لعمل الطلاب في فقرات «حاول أن 
تحل»، توفر له فرصة للاطلاع على إمكانياتهم في استيعاب 

حل المعادلات الأسية واللوغاريتمية.

اختبار سريع

حل كل معادلة مما يلي:
1  3 81x

=  x 4=

2  5 2 69x
+ =  x 6=

3  log logx 4 3+ =  250
4  log x22 =3  2.814
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إجابات وحلول  9

«عمل تعاوني»

(a) 1  ; .F kw w145 0 4213
2

3
2

= =

  .w 344 423
2

=

 2  .w 344 423
2 3

2

3
2

=_ ^i h

  . .w 344 42 344 42=

  w kg6392.

 3  ;k
F w F w3

2
3
2

= =

  k
F w2

3

=` j

(b) k15 400 2
3

= ^ h

 .k
160000

15
0 2763 .=

«حاول أن تحل»
1  (a) , .log

log
x3 4 3

4
1 262x

c= =

 (b) , .log
log

x6 21 6
21

1 7x
.= =

 (c) , .log
log log

x3 101 3
101 81

0 24x .= =
-+

2  (a) 

 77
; ; ; ;log log log logt t t t t128 2 2 2

7
7 2 42

7
2
7

2
7

= = = = =

 (b) 4; ; log logu u u16 2 3
4

4 23
4

3
4

= = =

  u 8=

3  (a) .log log
log

400 3
400

5 454.=3

  . log
log x

5 454 8=

  . ;log x x4 925 104.925.=

  .x 84168 814.

 (b) log x 22.4650.
2

  x 22.4650.

  .x 5 521.

4  5x7 3000=

 5x
log log7 3000=7 7

 log
log

x5 7
3 103
#

=
^ h

 .log
log

x 5 7
3 3

0 823.=
+
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  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  x 2
1

=   9 3x
=    (1)

a  b  x 10 0.5
=

-   log x2 1= -    (2)

a  b  x 5-=   log( )x 6 0+ =       (3)

a  b  log
log

x 14
146

=   14 1469x
=    (4)

a  b  5 104
#   .log log logx3 6 2 4 9- + =    (5)

.        (6-14)  

:  ( . )1 5 356x
=    (6)

a  x 15.  b  .x 14 5.  c  .x 15 3.  d  .x 16 3.

:  8 10 1008x
+ =    (7)

a  x 6=  b  .x 3 5.  c  x 3=  d  x 2=

:  2

2 512x
=    (8)

a  x 3=  b  x 9=  c  ,x x3 3= = -  d  x 9= -

:  log x2 2= -    (9)

a  x 10 1
=

-  b  x 10 .0 5
=  c  x 10 2

=
-  d  x 10 .0 5

=
-

:   ( ) ( )log logx x2 5 42
+ = -    :    (10)

a  2" , b  3" , c  ,2 3" , d  ,2 3- -" ,

:   ( )log x x 12
- =

2
   :    (11)

a  1-" , b  ,1 2" , c  ,1 2-" , d  ,1 2- -" ,

:  ( )log logx x21 2+ + =    (12)

a  4 b  ,25 4-  c  25 d  ,4 25

:   x 3=   (13)

a  ( )log x6 12
- =

3
 b  log 9 3

2
x

=  c  ( )log x 1 22 + =
3

 d  log logx x 43

3
+ =

3

:  log log81 9 2- =
x x

   (14)

a  -3 b  3
1  c  3 d  9

Solving Logarithmic Equations    
:            

log y x=b           , ,y b b 1R6 !! +  

.      (  )           

log x3 1 5+ =^ h     :  

:

x x3 1 0 3
1

&2 2+ -  :  

,3
1
3- =b l    

log x3 1 5+ =^ h

 x3 1 105
+ =     

 x3 1 100 000+ =

 x 33333=  ,33 333 3
1
3! -b l 

.    

log x7 2 1- =-^ h  :   5

.            

log logx2 3 2- =  :  

:

x 02  :  

,0 3 =^ h    

log logx2 3 2- =

 log
x
3 2
2

=c m    

 x
3 10
2

2
=     

 x 3 1002
#=

 x 10 3!=

155
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 , ,10 3 0 0 313! -^ h   ,0 3^ h

x 10 3=  :   

log log x6 3 2- =-  :   6

:          

a  log logx x 1 2+ =^ h

b  log log logx x x1 13- - + =2 2 2^ ^ `h h j  ,  ,x 1d 3^ h

c  log 32 5x 1 =+  ,  ( , )x 0d 3

:
a  x x 1 02+^ h     :  

( )x x 1 0+ =   

x 1=-   x 0=  

( )x x 1 02+     x  
x

x

x x

x x

0

0

1 0 1

1 0 1

&

&

1

2

1 1

2 2

+ -

+ -

x

x - - +
x 1+ - + +

x x 1+^ h + - +

-1 0

0
0

0

0

3- 3+

,1 0R - - =6 @  

 ( )log logx x 1 2+ =

 ( )x x 1 2+ =   

 x x 2 02
+ - =

( )( )x x1 2 0+- =

 x 2-=   x 1=

, [ , ]1 2 1 0Rd- - -

,1 2- =" ,      
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b  ( ) ( )log log logx x x1 3 1
- - + =

2 2 2
` j , x   ( , )1 3

 log logx
x

x3
1 1

+
-

=2 2` `j j  

 x
x

x3
11

+
-

=   

 ( )x x x1 3- = +   
 x x2 3 02

- - =

 ( )( )x x3 1 0- + =

 ,x x1 3=- =+

 1-   ( , )1 3  

 3   ( , )1 3

3 =" ,      `

c  ,log x32 5=x 1+   ( , )0 3

 
log

log

x 1

32
5

+
=

^ h
   

 ( )log log x32 15= +   

 ( )log log x32 1 5
= +    

 ( )x32 1 5
= +

 ( )x2 15 5
= +

 x 1 2+ =

 x 1=

 ( , )1 0 3!

1 =" ,      `

:        7
a  ( ) , ,log logx x x x1 12 2 d 3-- = ^ h

b  ( ) ( ) , ,log log log logx x x6 12 2 4 4d 3+ -- = -4 4 4 4 ^ h
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5  ; .log logx x7 2 10 3 451 =- =
-

^ h

6  ;log logx x3
6

10 2002
= =

-

7  (a) log log
x x

x
102

2

-
=c m

  ,x
x x1 10 9

10
-

= =

 (b) log log
x

x12
6

4
2+

=
-44

a ak k

  x
x12

6
4

2+
=

-

  x x2 48 02
+ - =

  x 6=
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4-6  
Natural Logarithm

   A 

:         (1-8)  

(1) ln3 5 (2) ln ln24 6-

(3) ln ln3 5 3-  (4) , ,ln lnm n m n5 0 03 2 2+ ^ h

(5) ln ln2 3 48 -  (6) 7

(7) , ( , , )ln lnln a b c a b c2 2
1

0 0 02 2 2- +  (8) ( ) , , ,ln ln lnx y c x y c3
1

4 0 0 02 2 2+ - ^ h

.lny 7 215 3= +     :  y   (9)

,. .ln x xy 0 05 10 0 09= - =     :  y   (10)

  C   t    R  0.0098V t C lnR= - +  :   (11-12)  
.   V  

30 s   2.7 km/s    20       (11)

6.9 km    50 s   3.15 km/s        (12)

:         (13-18)  

(13) e3 12x2
=  (14) 301

=
+e   x  (15) e 8 69

x

- =

(16) e4 32x 2
=

+  (17) e 4 162 x3 2
+ =

-  (18) e e2 6x x2
= +

:      (19-28)  

(19) ln x 63 =  (20) ln x 14 36- =^ h  (21) 3( )ln x 1 2
- =

(22) ln
x

2
1

4
-

=` j  (23) 2 2ln x 12
=  (24) ln lnx 3 3 3- =

(25) 2 2ln ln lnx1
3 3+ - =  (26) . ln x 61 1 2

+ =  (27) ln x 12 0- =^ h

(28) ( )ln x5 3 23
1

- =

.      logln 5 10+ 2     :   (29)

      n    (W)  (b)    eb 40 300
n

=
-

 :   (30)
15 W     

 4-6 
Natural Logarithm

 
  ï     

. ey x
=

  ï   
.   

:  
  ï  

Natural Logarithm  

  

.e 2 71828.       (4-2)  

.    

y = log
e
 x    y = ex 

:     

 
y

x

4

4 5

3

3

2

2

1

1-3

-3

-2

-2

-1
-1

lny x=
ey x

=

y
x

=

 y = ln x
 x     y 

:     

 1  ey x=

 2  lny x=

:      ln    :  
a  ln5,  ln3,  ln15,  ln5 + ln3

b  ln1,  ln e,  ln e2

     

.        

.           

. , ,k m n   R+     

1  ( ) ......ln mn =  ( .............. )

2  ......ln n
m

=  ( .............. )

3  ......ln mk
=  ( .............. )

4  ......ln e =

5  ......ln ek
=

6  ......eln k =
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اللوغاريتم الطبيعي  :4-6

الأهداف  1

 • ey x
= يوجد العلاقة بين الدالة الأسية 

واللوغاريتم الطبيعي.

يحل معادلات باستخدام اللوغاريتم الطبيعي.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

اللوغاريتم الطبيعي.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة علمية - ورق رسم بياني - حاسوب - جهاز 
.(Data Show) إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

4 81x
=

+ حل المعادلة:  (a)

log x 2 3+ =4
^ h حل المعادلة:  (b)

log x2 3 1- =^ h حل المعادلة:   (c)

log7 باستخدام قاعدة تغيير الأساس. أوجد 21  (d)

التدريس  5

e إلى جانب العددين  .2 71828. يعتبر العدد 
. من أهم الأعداد الحقيقية.وبالتالي  , .π g3 1416 9 8.=

كان اللوغاريتم الطبيعي، حيث أساسه العدد e ، من أكثر 
اللوغاريتمات استخدامًا ويرمز إليه على الآلة الحاسبة

. ln بـ 

يساعد اللوغاريتم الطبيعي على إيجاد حلول سريعة كون 
. وهنا يجب التنبيه دائمًا  log 110 = ، إلى جانب  eln 1=

إلى استخدام المفاتيح على الآلة الحاسبة، حيث إن مفتاح 
. ln log موجود إلى جانب مفتاح 

يمكن استكشاف الفرق بين نتائج اللوغاريتم للعدد 
نفسه باستخدام المفتاحين، لذا يجب الانتباه جيدًّا إلى 

اللوغاريتم المستخدم.
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  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  ( )log ln e 14

4
=  (1)

a  b  4 8 10ln ln ln4+ = 80  (2)

a  b  ln 22
=e  (3)

a  b  e2   ln 2= -x  :   (4)

a  b  5 3ln   e 4 75
x

+ =  :   (5)

.        (6-14)  

:      ln ln3 4 5 2-  (6)

a  ( 18)ln -  b  ln 5
6a k c  ln 2 d  ln 32

:  e 10ln  (7)

a  10 b  e10  c  0 d  10
1

:  ( )ln m2 3 8+ =    (8)

a  e 38
-  b  e

2 3
8

-  c  e
2

38
-  d  e 34

-

:  4ln r 32
=    (9)

a  e
2

2
3

 b  ,
e e
2 2

2
3

2
3

-  c  e
2

2
3-

 d  ,e e2
3

2
3

-

:  e 102x
=    (10)

a  lnx 2
10

=  b  ln 5 c  e
5  d  ln2 10

:     e2
" ,  (11)

a  ln x 2=  b  ln x 22 =  c  ln x 42 =  d  ln x 4=

:  e 13x 1
=

+    (12)

a  lnx 13 1= +  b  lnx 13 1= -  c  lnx 13=  d  lnx 12=

:  ( )ln x 2 62
- =    (13)

a  e2 3
+  b  e2 3

-  c  e2 3
!  d  e2 6

!

:  1+

3 8e
x
2 + =    (14)

a  lnx 2 5 1= -  b  lnx 2 5 2= -  c  lnx 2 4=  d  lnx 2 5 1
1

= -^ h

e8 202x
=   :    

:

 e8 202x
=

 e 8
20x2

=  8    

 .ln lne 2 5x2
=      

 .ln lnex2 2 5=  ln e = 1   

 .lnx2 2 5=  

 .lnx 2
2 5

=  2    

 .x 0 458.    

.e 32( )x4 1
=

+  :     1

.             

  

    7.7 km/s        300 km         :
 v = -0.0098 t + c ln r  :   (v)

    c (s)        t )

.(              r (km/s)  
    25            

      100 s   2.8 (km/s)

:

t = 100 s    ,   c = 2.8 km/s    ,   r ≈ 25   :   

v = -0.0098 t + c ln r :       v 

 v = -0.0098 (100) + 2.8 ln 25

 _ . . ( . )0 98 2 8 3 219. +

 km/sv 8` .

.      7.7km/s     

.         
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في المثال (1)

يوفر هذا المثال فرصة أمام الطلاب لحل معادلة أسية حيث 
أساس الأس هو العدد e، في هذه الحالة يتعلم الطالب 

عزل الأساس e مع قيمة الأس ليتمكن بعدها من استخدام 
. ln e 1= اللوغاريتم الطبيعي علمًا بأن 

 ln lnu uu
= =e e ساعد الطلاب على استخدام القاعدة: 

. x وهذا يسهل أيضًا عزل المتغير x بدلالة المتغير u حيث

في المثال (2)

يوفر هذا المثال فرصة أمام الطلاب لاستخدام اللوغاريتم 
الطبيعي وخاصة أن معادلة أقصى سرعة للصاروخ تتضمن 

. ln اللوغاريتم الطبيعي والممثل بالرمز

كما أن جميع خاصيات اللوغاريتم التي تعرفنا عليها سابقًا 
هي صالحة مع اللوغاريتم الطبيعي أي خاصية الضرب 

وخاصية القسمة وخاصية القوى، وهذا ما تمّ تطبيقه في 
المثال (4).

في المثال (3)

يوفر هذا المثال فرصة للطالب كي يدرك أن الدالة 
اللوغاريتمية تكون معرفة إذا كان المتغير قيمة موجبة 
وهذا المتغير يمكن أن يكون بدلالة متغير آخر أي أن 

x فقط. 02 x3 وليس  5 02+

الربط  6

نجد في المثال (2) كيفية تطبيق اللوغاريتم الطبيعي على 
ا لسهولة الحل باستخدام  مسائل حياتية بشكل بسيط جدًّ

الآلة الحاسبة.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في استخدام الآلة الحاسبة بين مفتاحين
 log log ، ساعدهم على معرفة أن  ln و

تستخدم في اللوغاريتم الاعتيادي والأساس هو 10. أما 
.e فتستخدم في اللوغاريتم الطبيعي وأساسه العدد ln

134
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:
log

e
 x = ln x

    15       (2)   2
          30s    1.2km/s

   300km 

.          

ln x3 5 4+ =^ h   :  

:

x x3 5 0 3
5

&2 2+ -  :  

,3
5
3- =b l   

 ln x3 5 4+ =^ h

 x e3 5 4
+ =      

 x e3 54
= -     5 

 ex 3
54

=
-a k 3    

 .x 16 53.    

:      3

a  e 7.2 9.15
2x

+ =  b  ln
x

5 3
2

7+
+

=b l

.e7 2 5 132x
+ =      

:

7e 2.5 132x + =

 7e 10.52x =     2.5 

 e 1.52x =  7    
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التقييم  8

تابع بدقة جهود الطلاب وهم يتعاملون مع فقرات
«حاول أن تحل» للتأكد من كونهم قد ميزّوا جيدًّا بين 

اللوغاريتمات التي تعرفوها في هذه الوحدة.

اختبار سريع

أوجد الحل لما يلي:
1  e 3 25x

+ =  3.091
2  eln3 152x

=  2.5
3  ln lnx 4 6+ =  100.857
4  ln ln lnx8 2- =  4

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

تحقق من إجابات الطلاب، وتأكد من أنهم   1  - 5

يستخدمون المفتاح الصحيح على الآلة الحاسبة وهو 
. ln

«تدريب»
1  ( ) ( ) ( )ln ln lnm n m n= + خاصية الضرب 

2  ( ) ( )ln ln lnn
m m n= -` j خاصية القسمة 

3  ( )ln lnm k mk
=^ h خاصية القوى 

4  eln 1=

5  eln kk
=

6  e kln k
=
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 (e) 1.5ln ln2x =      

 2 1.5ln lnex =  ln e 1=    

 .lnx 2
1 5

=  2    

 .x 0 2027.    

:       4

a  e 301x
=

+  b  2 4 72 3x
+ =

-

161

«حاول أن تحل»
1  , .lnx x4 4 32 0 134.+ = -

2  . lnv t c r0 0098= - +  v والمطلوب إيجاد قيمة

 . .( ) lnv 0 0098 1 2 1530= - +

v. وهذه القيمة أصغر من 7.7، لذا لن  2 956.   
يتمكن هذا الصاروخ من بلوغ المدار الثابت وهو 

km300 فوق الأرض.

e . ; .x1 9 1 6055
2x

.=  (a)  3

 (b) ln
x

3
2

2
+

=a k

  .x 20 167.

4  (a) .x 2 4012.

 (b) log log2 3x
=

-
322 2

  .ln
lnx2 3 2

3
1 585.- =

  .x 2 3.
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إجابات «مسألة إضافية»

(a) ey 750 0.183x
=

(b) 2006

(c) 2014

المرشد لحل المسائل

69

  

:      (1-4)  

(1) ( . )y 3 0 25 x
= -  (2) ( ) ( )f x 2

1
6 x

=
-  (3) . ( )y 0 1 10 2x

=
-  (4) ( ) ( )f x 32 1x

= +
+

.                :  (5)
.     

      aby x
=  :         (6-8)  

.    

(2, 3)  3  (6)

(-1, 1)  4  (7)

(0, 3)  2  (8)

     3       5.2      :   (9)
.       x E 30x

#  

:            logy x=
8

    (10)

(a) ( )logy x 28= +  (b) logy x 1
8

= -  (c) ( )logy x 2 1
8

= + -

:       (11-14)  

(11) , ( , )log r n r n0 02 2 24  (12) ,log xx 112
2 2+ -^ ^h h

(13) , ,log a bb
a

0 02 27 ^ h (14) , ( , )log x yx y 0 03 3 2 2 2

:          (15-18)  

(15) log log27 9-3 3  (16) log log2 64 2-2 2

(17) log log16
1

64- -4 4  (18) log log2 5 40+

.       .    :   (19)

:      (20-30)  

(20) x 814
3

=  (21) k3 242
3

=  (22) log x4 3=

(23) log x 42 = -  (24) log logx x2 1=+  (25) ( )log logx x 11-- =

         360         2000   
.   2 260  2011

.      y 2000     P    m    x  a

.2000            ey P mx
=  :     

.  x     :y  
 .2000    :P    :m  

         b

  3       c

.y  x   d

c  b     d       e

:

ey P mx
=  :      a

.2011  2000             

 e2 260 360 11m
=  11  x  360 P  2 260  y 

 e360
2 260 11m

=  360    

ln ln e360
2 260 11m

=       

ln m360
2 260

11=  

 
ln

m 11
360

2 260

=
` j

 11    

 .m 0 167=        

.16.7%         

ey 360 0.167x
=  :    

ey 360 0.167x
=  b

e360 10000.167x 2

e 360
10000.167x 2

. lnx 360
1000

0 167 2

. .
ln

x 360
1000

0 167 6 117672 .

.   1.159          2007  
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ey 360 0.167x
=  c

e360 3 0000.167x 2

. .
ln

x 360
3

0 167

000

12 69618882 .  

.   3.156    2013    3     

 ey 360 0.167x
=  d

 e
y

360
0.167x

=  360    

 ( )ln ln e
y

360
0.167x

=` j       

 .ln
y

x360 0 167=` j  

 .x
ln

y

0 167
360

=
` j

 0.167    

               c  b   y   e

.

.2007    6      . .
ln

x0 167
360

1000

6 12& .
` j

 b

.2013    12      . .
ln

x0 167
360

3 000

12 7& .
` j

 c

 
  2011        750       2000   

.   5.6      

.2000      x  a

.2000           ey P mx
=  :     

.  x     :y  
.    :m  

.2000     :P  

 2          b

 9          c

.y  x  d

c  b      d       e
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(d) .

ln
x

y

0 183
750

=

a k

x. أي أكثر من 5 سنوات، لذا  5 4. (e)  بالتعويض: 
2006

x. أي أكثر من 13 سنة، لذا سنة 2014. 13 6.  

•  y abx
=  :    

•  b      b 12

•  b      b0 11 1

•  a   , b   , c :           y abcx
=

•  y bx
=   log y x=b

•  b  y  log yb  
•  .   b 02  b 1!          bx     b 
•  log y x=b      bx   x
•  log y  log y10     10     
•  .      
•   
•  b 1!  m ,n ,b    

log log logm n m n= +b b b   

log log logn
m m n= -b b b   

,log logm m kk Rk !=b b   
•  .    ba cx

=      
•  , , , log loga b m a b a b1R R m m,d d6 - = =

+ +
" ,

•  m   , b   , c             

b 1!  , c 1!   

log log
log

m b
m

c

c
=b

 .e 2 71828.

 e xln x
=

 ln e xx
=

 ln e 1=

165

70

(26) ( )log x 23 4+ =x  (27)  ( )ln ln xx 12- + =  (28) ( ) ( )ln lnx x1 1 4+ + - =

(29) ln( )ln x x2 1 7+ - =  (30) ln lnx 2 43 - =

     .0.75               (31)
      5   10 000

    8        1991  :   (32)
.1.039      

2010       (a)  

     (b)  

  10      (c)  

      5.63   1994        :   (33)
.  2%  

.       (a)  

.  35      (b)  

.(b)            (c)  

   

   
 

  
ey x

=  
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Vectors الوحدة الخامسة: المتجهات 
قُسمت الدروس في هذه الوحدة إلى أجزاء.

المتجه في المستوى  :5 - 1

جزء 1: الكميات القياسية والكميات المتجهة.  

جزء 2: متجه الموضع.  

جزء 3: تكافؤ قطعتين موجهتين.  

جزء 4: طول (معيار) متجه واتجاهه.  

جزء 5: متجه الوحدة.  

جزء 6: تساوي متجهين.  

جزء 7: المتجه المعاكس.  

جزء 8: ضرب متجه في عدد حقيقي.  

جمع المتجهات وطرحها  :5 - 2

ًّا. جزء 1: جمع المتجهات هندسي  

جزء 2: خواص عملية جمع المتجهات في المستوي.  

ًّا. جزء 3: مجموع متجهين جبري  

جزء 4: طرح المتجهات.  

ًّا. جزء 5: الفرق بين متجهين جبري  

جزء 6: التعبير عن متجه بدلالة متجهي الوحدة الأساسيين.  

الضرب الداخلي  :5 - 3

جزء 1: الضرب الداخلي لمتجهين.  

جزء 2: خواص الضرب الداخلي.  

جزء 3: قياس الزاوية بين متجهين.  
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مقدمة الوحدة

يعتبر السير "وليام هاملتون"، الرياضي الإيرلندي
(1865-1805) أول من استخدم تعبير «المتجه»

لحل مسائل هندسية. استخدم "ديكارت" الإحداثيات
وترجم منحنيات هندسية إلى معادلات.

وفي ألمانيا حوالى العام 1840، عمل "غراسمان" على 
الهندسة التحليلية من دون الأخذ في الاعتبار إحداثيات 
النقاط. كانت نقطة الانطلاق جمع قوى وسرعات، أي 

جمع متجهات على أنها قطع موجهة. وقد أودت به أعماله 
إلى ضرب المتجهات فسميت «الضرب الخطي»، وتعود 

تسمية «الضرب الداخلي» إلى "هاملتون" سنة 1853.

ًّا المتجهات في مجالات متعددة، مثل الاقتصاد  تطبق حالي
ومعالجة الصور. تطوّر علم المتجهات على خطين 

متقاربين: الجبر والهندسة.

فاستخدمت الإحداثيات في المستوى وفي الفضاء للتعامل 
مع المتجهات، ثم أضيف إليها البعد الرابع وهو الزمن في 

ًّا يعبر عن المتجه بانسحاب. قام  الفيزياء الحديثة. هندسي
شال بتطوير نظريته التي تقول إن الشغل المبذول لا يعتمد 

AB BC AC+ = على المسار بين نقطتين: 

في الفيزياء، يسمح الضرب الداخلي باحتساب 
الشغل عندما نعرف متجه إزاحة الشيء ومتجه القوة: 

cosW F d# # θ=

:  

 .                 :   1
.           

.           :  2

.            

.  (Data Show)       :  3

-1

y

x
-1

-2 40∫

   

1

1

2 3 4 5 6

 :    4

.850 km/h         

  50 km/h        
.     40∞

.             a  

.       b  

                     c  
.       

    .                  :  5

.     (Data show)      

 

 

     

5-15-25-3

Vectors
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�������
قدم تقريرًا عن أعمالك إلى زملائك في غرفة الصف. 

ناقش معهم النتائج والحسابات التي توصلت إليها، 
ًّا، ثمّ اعرض ما  وأعد النظر ببعضها إذا كان ذلك ضروري

حصلت عليه من مقابلاتك.

سلّم التقييم
يعرض الطالب المشروع بشكل كامل - 

يقوم بالحسابات ويعطي الإجابات والأشكال 
والتفسيرات كلها بأسلوب منظم ودقيق.

4

يعرض الطالب المشروع بشكل عام - يقوم 
بالحسابات ويعطي الإجابات كلها مرتكباً أخطاء 

قليلة، ويعطي التفسيرات بأسلوب منظم.

3

يعرض الطالب المشروع بشكل كامل - يرتكب 
الكثير من الأخطاء في الحسابات ويعطي إجابات غير 

دقيقة، كما أن التفسيرات غير واضحة وغير منظمة.

2

معظم العناصر في المشروع غير كاملة أو ناقصة. 1

�	
��� �
��
يوفر هذا المشروع فرصة أمام الطلاب للتفاعل مع مواقف 
حياتية يتعاملون من خلالها مع عنصر مهم في الرياضيات 

وهو القطعة الموجهة، حيث أحدث ثورة علمية في مجال 
الفيزياء فكانت القوى، والانتقال، والسرعة المتجهة، 
والحقول الكهربائية، والحقول المغناطيسية متجهات 

ساعدت كثيرًا على إجراء العمليات وإيجاد النتائج بطرائق 
سهلة ومبسطة. وفي هذا المشروع سنستخدم المتجه 
لتمثيل السرعة المتجهة للطائرة وأيضًا لتمثيل السرعة 

المتجهة للهواء.

إجابات «أسئلة حول التطبيق»

>OA< السرعة المتجهة للهواء  (a)  4

>BO< يمثل السرعةالمتجهة للطائرة   

  >,cos sin0 50 0 505 5° °> <= - -OA<

  >. , .2 14 8 303 3> <= - -OA<

  >,cos sin850 850θ θ> <=OB<

x

y

A

B

O θ

40º

  

(b)  لكي يكون اتجاه الطائرة ناحية الشرق، يجب أن   
يكون المركّب الثاني لمتجه المجموع يساوي 

الصفر حيث إن:

>,cos cos sin sin50 50 850 50 50 850º º> < θ θ= - + - +> <+OA OB<

 ºsin sin0 50 850 05 θ- + = أي: 

 º
sin

sin0 50
850

5θ =

.2 5827°.θ ومنه نحصل على: 
>. , .849 14 38 30> <=,> <. , .32 14 38 30> <= - -OA OB<

>,817 0> <=> <+> <=OD OA OB<

تتنوع الإجابات.  (c)  

 William Hamilton     
     .    
    ´Vectorª   1843 

.´  ª   

 (1786 - 1899)    
      ´Chevreuilª
 r  b  :     

:g 

0mgb mb r mr g1 2 1 2 1 2+ + =

      b, r, g 
.m  

   (   )   
•  .    
•  .     
•  .   
•  .    

  
•  .
•  .     
•  .   
•  .  ( )  
•  .  
•  .     ( )    

o

r

g
b

  ob  , or      
. og     

 

  -   -   -    -   -   -   - 
  -   -   -   -   -   -    - 

.    -   - 
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المتجه في المستوى  :5-1

الأهداف  1

يتعرف القطعة الموجهة.• 
يتعرف المتجه.• 
يتعرف تكافؤ القطع الموجهة.• 
يتعرف المتجهين المتعاكسين.• 
يتعرف متجه الموضع.• 
يوجد قياس الزاوية المحددة بمتجهين.• 
يتعرف تساوي متجهين.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

محور سيني - محور صادي - عدد قياسي - القطعة 
الموجهة - متجه الموضع - المتجه - قطعتان موجهتان 

متكافئتان- طول المتجه - متجه معاكس.

الأدوات والوسائل  3

ورق رسم بياني - آلة حاسبة علمية - جهاز إسقاط
(Data Show) - حاسوب.

التمهيد  4

أ عط الطلاب 3 نقاط ليست على استقامة واحدة،   (a)
واطلب إليهم إكمال متوازي الأضلاع، ثم اسألهم: 

هل يوجد أكثر من متوازي أضلاع يمكن تكوينه من 
هذه النقاط؟

(b)  ذكّر الطلاب بالمتباينة المثلثية: في المثلث طول كل 
ضلع أصغر من مجموع طولي الضلعين الآخرين.

(c)  اسأل الطلاب عن مفهوم الانسحاب، وضع نقطتين 
على السبورة، ثم اطلب إلى أحدهم شرح الانسحاب 

الممكن. استخدم البلاط في أرضية غرفة الصف
(أو ارسم مربعات على السبورة)، واطلب إلى أحد 
الطلاب تنفيذ انسحاب مستخدمًا هذه المربعات.

(d)  ما النسبة التي تعطي ظل زاوية حادة في المثلث 
القائم؟

� ��� ������
.        

C

DB

FA E

 .       1

:  2

. ...  ...  ...  ...  B  A     a  

B  F  ..  ...  ...  ...     b  

. ...  ...  E  F  ...  ...     c  

A , B     a  2    3

    F  B  B  E       4

F  E

   
 Scalar Quantities and Oriented Quantities  

:    

.         :( )  

.  -  -  -  -  -  :

30 cm    :

.        :  

.  -  -  -  -  :

         60 km/h       :
Q

P

PQ

 .             

.Q   P    PQ   

PQ     PQ   

 .Q   P     

.Q  P   PQ  

 PQ    QP   

.P  Q      

 
 ï.  
 ï.  
 ï.   
 ï.
 ï.  
 ï.  
 ï    

.

:  
 ïx-axis   
 ïy-axis   
 ï 

Scalar Number  
 ï 

Oriented Segment  
 ï 

 Position Vector  
 ï  

Two Equivalent 
Oriented  Segments

 ïVector  
 ï 

Length of the Vector  
 ï 

Opposite Vector  

  
The Vector in the Plane

5-1
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PositionVector   

M(x, y)

xO

y

      OM   

(x , y)    ´  ª  M (x , y)

     AB

x

y

,A x yAA^ h

,x yBB^ h
,M x x y y- -B A B A^ h

B

O

 ,A x yA A^ h , ,B x yB B^ h 

OM        

,M x x y yB A B A- -^ h 

A(2, -1), B(7, 3), C(4, 2), M(3, -2)  :

BA  , BC  , CA  :          a

 E   AE     OM      b

:

1

1

2

2
O

C

B

E

A

M

3

3 4 5 6 7

y

x
-1

-1

-2

-3

 :  AB     a

, , ( ) ( , )x x y y 7 2 3 1 5 4BB A A- - - - -= =^ ^h h  

:  BC     

, , ,x yx y 4 7 2 3 3 1C B C B- - = - - = - -^ ^ ^h h h  

:  CA     

, , ,x x y y 2 4 1 2 2 3A C A C- - = - - - = - -^ ^ ^h h h  

E  (x , y)   AE   ,3 2-^ h   b

,x y2 1- +^ h :  AE       

, ,x y2 1 3 2- + = -^ ^h h

x x

y y

2 3 5

1 2 3

(

(

- = =

+ = - = -
)   :    

( ),E 5 3` -
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التدريس  5

ارسم على السبورة عدة تمثيلات لمتجه، ثم اشرح 
للطلاب فكرة أن كل هذه التمثيلات هي لمتجه واحد 

ولا تمثل عدة متجهات. شدّد على أنه يمكن رسم «تمثيل» 
المتجه أينما نريد أو وفق الحاجة في المسألة شرط 

المحافظة على الاتجاه والطول. 

0، من دون طرح موضوع  = المتجه الصفري: الطول 
الاتجاه للمتجه الصفري.

أعدهم إلى الشكل في فقرة «فلنعمل معًا». ألفت انتباههم 
إلى العلاقة بين متوازي الأضلاع والمتجهات المتساوية.

يمكنك الاستفادة من هذا الشكل للتركيز على المتجه 
المعاكس.

ثمّ شدّد على أن عليهم الانتباه إلى متجه الموضع الذي 
يمثل حالة خاصة لكل قطعة موجهة.

راجع مع الطلاب العلاقة بين إشارة k وتحول اتجاه 
المتجه نتيجة ضربه في عدد غير صفري.

، كمية موجبة دومًا. k A# " أكد على أن ,

أشر إلى العلاقة بين ضرب متجه في عدد حقيقي 
A, متوازيين  B والمتجهات المتوازية. يكون المتجهان 

k بحيث يكون  0! إذا وفقط إذا أمكن إيجاد عدد حقيقي 
. kA B=

اطرح على الطلاب فكرة النقاط على استقامة واحدة، 
واسألهم عن كيفية إثبات ذلك.

-  يجب أن يكون المتجهان متوازيين وأن تكون نقطة مشتركة بين 
. ><3>= CAB A< المتجهين، مثال: 

<,< متوازيان والنقطة A مشتركة. <BA AC< - المتجهان 

, على استقامة واحدة. ,B CA `  النقاط   

في المثال (1)

اشرح بإسهاب الربط بين القطعة الموجهة ومتجه الموضع.

( , ), ( , ), ( , ), ( , )A B C D1 3 2 2 2 3 2 1- - -  :  1

AB , BD  :          a  

K    .KD     DC    b  

Two Equivalent Oriented Segments    

          

1

1

2

2 3 4 5

y

x
A

C
O

-1

D

B
M

 .       

.    OM     AB  , CD     

     ABDC     AB  , CD     

.     , , ,A B C D 

1

1

2

2

3

3

y

x

4

4-2 -1

Q

P

 PQ    PQ        
 PQ         PQ1 2    

.

.           

 

.             

M      ,M x yM M^ h    OM   

,M x yM M1 2=    

M    xM  , yM  

M   ( )   yM  ( )    xM
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1

1

2

2
3

-1
-1

-2

-2
-3
-4

y

x

PK

L

  . K(-2, 3), L(2, -4), P(0, 3)  

KL1 2  , PK1 2  , LP1 2  :     

:

, , ,KL x x y y 2 2 4 3 4 7L K L K1 2 1 2 1 2 1 2- -= - - = - - = -^ h

7- =    4 =     

, , ,PK x x y y 2 0 3 3 2 0K P K P 1 2 1 21 2 1= - - = - - - = -2

0 =    2- =     

, , ,LP x x y y 0 2 3 4 2 7P L P L2 21 1 1 2 1 2= - - = - - - = -^ h

7 =    2- =     

F(5, 13), E(3, 11), D(-2, -7)   2

EF1 2  , ED1 2  , DE1 2  :       

Length (Magnitude) of a Vector and its Direction    ( ) 

U     ( )  U ,x y1 2=   

y

x

,

u

x
y

1
2

=

u x y2 2
= +

y

x

 U x y2 2
= +  :  

            U    

0 360º º1#  

:        

180

180

360

º

º

º

=
-

+

-

Z

[

\

]]

]]
    

,

,

,

,

x y

x y

x y

x y

0 0

0 0

0 0

0 0

2 2

1 2

1 1

2 1
tan x

y
=  :     
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في المثال (2)

تأكد من أن الطلاب قد فهموا جيدًّا كيفية إيجاد مركّبات 
المتجه، ثمّ اطلب إلى عدد من الطلاب كتابة القاعدة على 

AB إذا كانت: السبورة وذلك لإيجاد مركبات 

( , )x yx yAB1 2= - -2 21 1 ) فيكون  , ) , ( , )A x y B x y2 21 1

في المثال (3)

توسع في المناقشة حول إيجاد الزاوية بين متجه والاتجاه 
الموجب لمحور السينات، ثمّ حدّد في كل حالة من 

الحالات الأربع كيفية إيجاد قياس الزاوية باستخدام الظل 
وزاوية الإسناد.
في المثال (4)

يساعد هذا المثال الطالب على تطبيق التعريف لمتجه 
، أي أن المعيار لهذا  x y 12 2

+ = الوحدة حيث يستخدم 
المتجه هو 1، ومنه يحل المعادلة لإيجاد مجهول.

y2 في المعادلة تعطينا قيمتين  x2 أو  أخبر الطلاب أن 
.y أو قيمتين مقبولتين للمتغير x مقبولتين للمتغير

في المثال (5)

يقدم هذا المثال فرصة للطالب كي يطبق قواعد إيجاد 
المركبات السينية والصادية للمتجهات، كي يثبت تكافؤ 
متجهين أو أكثر وذلك بالمساواة بين المركبات السينية 

والمساواة بين المركبات الصادية.

في المثال (6)

يساعد هذا المثال الطلاب على استخدام المساواة بين 
متجهين بحيث يكتب المساواة بين المركبات السينية 

والمركبات الصادية ثم يحل ليجد المتغير.

في المثال (7)

بعد حل المثال، أكِّد على العلاقة بين قطع مستقيمة في أشكال 
هندسية والمتجهات، ثمّ اطلب إليهم كتابة أمثلة بديلة على 
السبورة تؤكد العلاقة بين قطع مستقيمة في الأشكال الرباعية 

والمتجهات مثل المستطيل والمربع ومتوازي الأضلاع.

:
     
    

.

    
   

 
180

=

  

.  

:   
     :
tan

2
3

=   

:  

 shift   tan     

tan-1     

  =   
2
3   :  

   
56.30993247

  , ,,  :  
 

56o18'35.76"

y

x

,

u

x
y

1

2

=

x

y

,

u

x
y

1

2

=

,x y0 0 180ºa `1 2 = -,x y0 0a `2 2 =

,

u

x
y

1

2

=

y

x

,

u

x
y

1

2

=

y

x

,x y0 0 360ºa `2 1 = -,x y0 0 018 ºa `1 1 = +

      ( )         
.(   ) .      

a  u =  <2, 3>   b  v 1=  - ,2 2 2

c  w =  <1, -3>   d  t =  <-3, -1>

:

a  ,u 2 31 2=

 u 2 32 2= +^ ^h h

 13=  units 

1

1-1

y

x

2

3

2

u

    u         
.     

tan x
y

2
3

2
3

= = =  

.56 18 35 76c. l ll   

,x y0 0a `2 2 =

.56 18 35 76` c. l ll
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b  ,v 2 21 2= -

 v 2 2
2 2= - +^ ^h h  6=  units 

     v          1

-1-2

y

x

2

3

v

    

tan x
y

2
2

2= =
-

= +  

.54 44 8 2` c. l m   

,x y0 0 180ºa `1 2 = -

.125 15 51 8` c. l m

c  ,w 1 31 2= -

 w 1 3 2= + -^ h  10=  units 1
-1

-2

-3

y

x2

w
     w         

   

tan x
y

1
3
3= =

-
=

.71 33 54 18` c. l m

,x y0 0 360a ` c2 1 = -

.288 26 5 32` c. l m        

d  ,t 3 11 2= - -

 t 3 12 2= - + -^ ^h h  10=  units 

-3
-1

1

-2 -1

y

x
t

     t         

   

tan x
y

3
1

3
1a = =

-
-

=

.18 26 5 82` c. l m

,x y0 0 180a `1 1 = +c

.198 26 5 82` c. l m

                      3

.  

a  ,m 2 21 2=     b  ,n 1 21 2= - -

c  ,p 2 31 2= -     d  ,q 1 41 2= -
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في المثال (8)

يبينّ هذا المثال كيفية ضرب متجه بعدد حقيقي غير 
الصفر، وكيف أن مركبات المتجه هي التي يتم ضربها 

بالعدد الحقيقي، علمًا أنه إذا كان العدد الحقيقي موجباً 
نحصل على متجه له الاتجاه نفسه للمتجه الأساسي، ولكن 

إذا كان العدد الحقيقي سالباً نحصل على متجه له اتجاه 
معاكس للمتجه الأساسي.

في المثال (9)

أكّد للطلاب أن النقاط تكون على استقامة واحدة إذا 
أمكن إيجاد متجهين أحدهما يساوي المتجه الآخر 

مضروباً بعدد حقيقي غير صفري، وبشرط وجود نقطة 
مشتركة.

في المثال (10)

يساعد هذا المثال الطلاب على فهم كيفية استخدام 
ناتج ضرب العدد القياسي (موجب أو سالب) بالقطعة 
الموجهة، وذلك لرسم نقاط تقع على القطعة الموجهة 

نفسها.

الربط  6

لا يوجد.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

معظم الأخطاء التي يقع فيها الطلاب هي عدم مراعاة 
الاتجاه عند التعامل مع المتجهات. اطلب إليهم أن يسألوا 
أنفسهم دائمًا عن الاتجاه في كل تمرين أو نشاط في هذا 

الدرس.

التقييم  8

راقب الطلاب وهم يعملون على فقرات «حاول أن تحل»، 
ثمّ تأكد من صحة عملهم ودقته.

:
y
1

3 x

M

    ,u x 01 2=   1

,M x 0^ h  ,O 0 0^ h   

.   x   

y

1 x

       x 02    
  0=      
      x 01   
. =       

y

1 x

2

N

     ,v y01 2=   2

,N y0^ h   

.   y   

      y 02    
    

   y 01     . 2=   
      

y

1 x

2
3

2
3

=     

. 0             ,0 01 2   3

The Unit Vector   

:           ,x yU 1 2=  

x yU 12 2
= + =

-1

-1

1

1 x

y   ,5
4

5
31 2  ,011 2-  ,0 11 2  ,011 2  

.  

:

  ,i 1 01 2=  
    

.   

  ,j 0 11 2=  
    

.   

:
   A  
.   AA  
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.   u    y   ,yu
5
2 21=   

:

:    u  

u x y 12 2
= + =

 y
5
2

1
2

2
+ =c m

 y5
4

12
+ =    

 y 1 5
42

= -

 y 5
12

=

y 1
5

` =     y 1
5

=
-

.   v    x   . 12,v x1 2=
13

   4

Two Equal Vectors   

A A, , ,A x y B x y1 2 1 2= = B B  :
,A B x x y yA A B,= = =B   

.         

. OPRS1 2 1 2=  :      O(0, 0)   , P(3, 4)   , R(-4, 2)   , S(-1, 6)  

:

:        

S
, , ,x x y yRS 1 6 2 3 44

S
1 2 1 2 1 21 2 -= - - = - - - =RR ^ h

, , ,OP x x y y 0 4 0 3 431 2 1 2 1 2 1 2= - -- - = =P O P O

    

OPRS1 2 1 2=  :    

CDAB1 2 1 2=  :      ( , )A 0 1 , ( , )B 1 3 , ( , )C 3 6 , ( , )D 4 8    5
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اختبار سريع
AB A, نقطتان في المستوى.  B  1

M, حيث N ضع النقاط   

, .AM AB AN AB2 0 51 2 1 2 1 2 1 2= = -

NBM A  

2 انظر إلى الشكل أدناه، ثم أكمل:

AL MN LB1 2 2 21 1= =  

A

B

N

CM

L
LM1 هو:  2 معاكس   

CN1 2 NB1 أو  2  

إجابات وحلول  9

«فلنعمل معًا»

1  , ,BFDC BF ABDFED

D إلى F  ،C B إلى   (a)  2

C E إلى D ،D إلى   (b)  

D إلى B  ،F A إلى   (c)  

F D ،B إلى  C إلى   3

F E إلى  كلاهما يحوّل   4

«حاول أن تحل»
1  (a) , )(AB 2 1 2 31 2 1 2= - - -

  ,AB 1 51 22 1=

  ,BD 2 2 1 21 2 1 2- - - -=

  ,BD 4 31 2 1 2- -=

 (b) CO KD1 2 21=

  , ,x y2 3 2 11 2 1 2= - - - -

  ; xx 2 42- - = = -

  ;y y3 41- - = = -

,K 4 4- -^ h ومنه     
2  , ,EF 5 13 1 2 23 11 2= - - =

 , ,ED 1 182 3 7 1 51 2= - - - - = - -

 , ,DE 3 11 5 182 71 2 -= - - - =^ ^h h

.   x , y  ,A x y2 1 3 11 2= + - , ,B 3 21 2=   

. A B=    x , y  

:

, yBA x2 1 3 3 1 2(= + = - =

x x x2 1 3 2 2 1( (+ = = =

y y y3 1 2 3 3 1( (- = = =

,x y1 1` = =

.   x , y   ,A x y2 3 4 11 2= - + - , ,B 1 31 2= -    6

. BA =    x , y   

The Opposite Vector   

v

u

y

x

 

  u      ,v a b1 2= - -    ,u a b1 2=   

  .        

  AB1 2      BA1 2  

  AB1 2  = BA1 2-

.   a  :    

 .   b  
:

.  LG  , CD       a
-1

3

3 4 5

2

2

1

1

y

x

A E

HL

G

BC

D

 G, L, D, C         

LG1 2  , CD1 2        
, , ,C D1 1 2 3a ^ ^h h

, ,x x y yCD 1 2` 1 2 1 2 1 2= - - =D C D C

, , ,L G3 1 4 3a ^ ^h h

, ,LG x x y y 1 2` 1 2 1 21 2= - - =G GL L

CD LG` 1 2 1 2=
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:
   k  

.k  

:   

:

:

:

k

k k

k

k k

0

0 0

0

2

1

= =

-

*

 

.  HE1 2  , AB1 2      b

. a       

, , ,A B1 3 2 1a ^ ^h h

, ,x x y yAB 1 21 2 1 21 2= - - = -B A B A

, , ,E H3 3 4 1a ^ ^h h

, ,HE x x y y 21` 1 2 1 2 1 2= - - = -H HEE

 HE1 2      AB1 2    

.  HE1 2  , AB1 2      

. ,1 21 2    u      7

  u     u      A(2, -1)    
.

Multiplying a Vector by a Real Number      

k R*!^ h     k    u

ku       k  u     

,,u x y ku kx kya `1 2 1 2==

:
•  .   ku 0=   0k =   u 0=   
•  k 02      uk  , u   

k 01    u      uk   
•  . ku k u=  :  uk  , u      

x

y

ku

u

x

y

ku

u

k 01k 02
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3  (a) ,ox m1θ = ^ h

 , ,tan x
y

x y2
2

1 0 0a 2 2α = = =

  º451` θ α= =

y

x

2

2

1

0

1-1

m

θ

   

 (b) ,ox n2θ = ^ h

  , .tan x
y

1
2

2 63 4349&α α-
-

== = =

  ,x y0 0a 1 1

  1802` θ α= +

  .243 4349=

  .243 26 5 822θ = c l m

y
x

-2

-1
-1 1

n 2θ

θ

   
 (c) , px03θ = ^ h

  .tan x
y

2
3

1 5α -= = =

  .56 3099` α =

  ,x y0 0a 1 2

  1803` αθ = -

  .123 6912=

  123 41 243` θ = c l m
y

x0

3

2

1

-1-2 1

p
3θ

   
 (d) ,ox q4θ = ^ h

  tan x
y

1
4

4α = =
-

=  y

x0

-1

-2

-3

1

q

4θ
  .75 9637α =

  ,x y0 0a 2 1

  3604` αθ = -

  284 2 10= c l m

  k           AB1 2  ,  CD1 2      1
AB k CD1 2 1 2=

  k           AB1 2  , CD1 2      2

AB k CD1 2 1 2=

AB k AC1 2 1 2=   k            A, B, C   3

:  ,A 1 21 2= -   

a  A2    b  A-    c  . A0 5

:

a  , ,A2 2 1 2 2 2 41 2 1 2= - = -^ ^h h

b  , ,A 1 2 1 21 2 1 2- = - - - = -^ ^h h

c  . . , . . ,A0 5 0 5 1 0 5 2 0 5 11 21 2= - = -^ ^h h

:  ,B 3 21 2= -    8

a  B3    b  B5-    c  B2
3

 

.    ( , ) , ( , ) , ( , )A B C2 3 2 5 10 1- -       

:

 21k AB        AB         A, B, C    
.     k 

, ,AB x x y y 2 2 5 31 2 1 21 2 -= - - = - -A AB B

 ,4 21 2= -

 AC1 2      

, ,AC x x y y 10 2 1 31 2 1 21 2= - - = - - -A AC C
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 ,8 41 2= -

AC BA2a 1 2 1 2= -

AC k BA1 2 1 2=    

.    A, B, C   

 

.    ( , ) , ( , ) , ( , )K L M0 1 2 3 2 5- - -        9

 ABC

A
B

C

 CACC 311 2 1 2=   CC1 21   a

AB AB211 2 1 2= -   AB1 21   b

:

CC CA311 2 1 2=  a

  k 3=    

.    CA1 2  CC11 2    

   , ,C A C C CA1 ' d1        C  

A
B

C

C
1

 CC CA31 =    C1   CA    

CA1 2     CC11 2   

2AB AB11 2 1 2= -  b

  k 2= -    

   AB1 2  , AB11 2    

  A   

B BA1 !    
A B

C

B
1  k 2=   

AB AB21 =    B1   BA    

AB1 2      AB11 2   

BA

C

 AD A B31 2 1 2=   DA1 2    ABC  10

BH BC2
31 2 1 2= -   BH1 2    
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4  v x 13
12

1
2 2

2
2

= + =a k

  169
144x 12

= -

 169
25

; 13
5x x2

!= =

5  , ,U AB 0 3 1 1 211 2= = - - =

 , ,V CD 4 3 8 6 1 21 2= = - - =

 ,U V 1 2= =

6  ; x xA B 2 3 1 2&= - + = - =

 y y4 1 3 1&- = =

7  

,v 1 2=

,t 1 2= - -
x

y

2

2 3

1

1

0
-1

-1
A(2, -1)

-2

u

v

t

8  (a) B ,3 9 61 2= -

 (b) B ,5 15 101 2- = -

 (c) B ,2
3

2
9

31 2= -

9  KL ,2 41 2 1 2=

 KM ,2 41 2 1 2= - -

 K KML` 1 2 1 2= -

K نقطة مشتركة  

, على استقامة واحد ,K L M  

, على استقامة  ,D B A فيكون BAD A31 2 1 2=   10

 BH BC2
3

2 2= - 11 ثم  نفسه،  والاتجاه  واحدة 
 BH 21 واحدة.  استقامة  على   , ,H C B فيكون 

. BC 21 باتجاه معاكس مع 

A D

C

B

H    

72

5-1
  

The Vector in the Plane

   A 

, , , ,,A B C3 4 2 1 3 5- -^ ^ ^h h h :      (1)

, ,AB BC CA1 2 1 2 1 2  :          (a)  

BE     ,M 4 3^ h  OM      (b)  

,E x y^ h   E    

, , , , ,E F G3 2 2 1 4 2- - -^ ^ ^h h h :      (2)

, ,GF EGEF1 2 1 2 1 2  :       

, , , , , , ,u v w t3 2 2 4 3 2 2 31 2 1 2 1 2 1 2= = - = - - = -  :     (a)  (3)

.     

.              (b)  

.   u    x   ,u x 5
31 2=    (4)

, , , , , , ,A B C D3 1 5 4 2 4 4 1- -^ ^ ^ ^h h h h :      (5)

AB CD1 2 1 2=  :   

A B=  :   x, y   ,A 4 31 2= - , ,x yB 3 2 4 11 2= - +  :  (6)

, , , , , , ,A B C D5 2 2 6 3 3 4 1- - -^ ^ ^ ^h h h h :     (7)

CD1 2    AB1 2  :   

, , , , ,A B C3 1 3 1 12 - - -^ ^ ^h h h :      (8)

.        

 ABC  (9)A

B C

 AE AB
2
11 2 1 2= -  :  AE1 2   (a)  

BD BC
2
31 2 1 2=  :  BD1 2   (b)  

73

, , , , ,A B C3 2 1 5 7 4^ ^ ^h h h :      (10)

BD BA
2
11 2 1 2= -  :  D    (a)  

AE AC
2
31 2 1 2=  :  E    (b)  

.    DE1 2, BC1 2  :   (c)  

  B 

.     b       a   (1-4)  

, , , , , ,,A B C yD x2 1 3 0 3 4- -^ ^ ^ ^h h h h :      
a  b  ,5 1- -^ h  :BA         (1)
a  b  ,6 41 2   BC   (2)
a  b  .    ABC  (3)
a  b  ,x y2 5= - = -  :  AB CD1 2 1 2=    (4)

.        (5-8)  

,u 2 21 2= -       (5)

:       u       

a  º45  b  º45-  c  513 º  d  522 º

:  y    u    . ,u y13
121 2=      (6)

a  13
1  b  13

13  c  13
5  d  5

13!

:  , , , , , , ,A B C D1 3 3 2 0 1 4 1- -^ ^ ^ ^h h h h :      (7)

a  AB CD1 2 1 2=  b  AB CD1 2 1 2= -

c  CD AB21 2 1 2= -  d  AB CD21 2 1 2= -

  EGEF1 2 1 2=  :   , , , , ,E F G x y2 4 1 5- -^ ^ ^h h h :      (8)
:  (x, y)

a  , )( 1 5- -  b  ,( )5 13- -  c  ( , )5 13  d  ( , )1 5
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جمع المتجهات وطرحها  :5-2

الأهداف  1

يجمع المتجهات.• 
يطرح المتجهات.• 
يتعرف خصائص جمع المتجهات.• 
يكتب متجه بدلالة متجهي الوحدة الأساسيين.• 
يوجد مركِّبات المتجهات.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

جمع المتجهات - علاقة "شال" - قانون متوازي
الأضلاع - مركِّبات المتجه .

الأدوات والوسائل  3

ورق رسم بياني - آلة حاسبة بيانية - جهاز إسقاط
(Data Show) - حاسوب.

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

ما هو متجه الموضع؟  (a)

( ) , ( , ) , ( , ) , ,,A B C D2 3 5 1 2 21 2- - - ^ h  (b)

CD؟ AB متكافئ مع  هل   

AB, متعاكس مع 2 3= - هل   (c)

؟ 2=2 ,6 91-CD1  

التدريس  5

اطرح على الطلاب فكرة "شال": الجهد المبذول لا 
يعتمد على المسار بين نقطتين واكتب على السبورة: 

. يمكن تفسير علاقة  AB ABC C1 2 1 2 1 2+ =

 C إلى B ثم من B إلى A شال بواسطة الإزاحة: الإزاحة من
.C إلى A تكافئ الإزاحة من

  
Addition and Subtraction of Vectors

 
 ï.  
 ï.  
 ï.   
 ï     

.  
 ï.  
 ï    

.

:  
 ï 

Adding Vectors  
 ï 

Chasle's Relation  
 ï  

Parallelogram Law  
 ï 

Vector Components  

:
 

Michel Chasles  

    
:    

22 1=2 1+ ACBCAB1

5-2

������
 ���� ����
.    M B  MA       M

   M    
A

M

B

 .M C    AMBC     1

AMB     M     2

.     AMBt        

  .M C   AMBC    

M B    M     3

.     M B       

  .M C   AMBC    

Adding of Vectors Geometrically    

A B  . A  , B

.A B+  :

•  
A

N

M

L

A B+

B

  

   LM1 2      L  
 MN B1 2=    MN1 2   LM A1 2=

B N NA LM M L1 2 1 2 1 2+ = + =  

.   L NM M LN1 2 1 2 1 2+ =  :        

•  

B

A

A B+

N

M

L

C

   

  LM1 2      L  
   LC1 2   LM A1 2=  

LC B1 2=

         N
.MLCN

A B CML L1 2 1 2+ = +  
M MNL1 2 1 2= +   C MNL 1 21 2=  

LN1 2=    

180

B CAM A A1 2 1 2 1 2= +   M   a  :  .  ABC

 L B BCA A1 2 1 21 2= +   L  b  
B

C

A

B

M C

A

 :

AM A AB C1 2 1 2 1 2= +  a

   A B1 2  , A C1 2   

BACM       M   

  b

A A AL C CB B1 2 1 2 1 2 1 2= + =  

  A L1 2  = A C1 2  

  L C=  

MB BA BC1 2 1 2 1 2= +    M a   :  .  ABC  1

BN BC CA1 2 1 2 1 2= +   N  b  

A

CB

 BL BCAC1 2 1 2 1 2= +   L  ABC  
.    

:

A

C

LK

B
 BK AC1 2 1 2=   BK1 2  

BL AC BC1 2 1 2 1 2+=    

BL BK BC1 2 1 2 1 2= +  

   BC1 2  , BK1 2    

      

A

CB

 CBKL   

BL AC BC1 2 1 2 1 2= +  

L ACd    

BN BA CA1 2 1 2 1 2= +   N  ABC   2
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أشر إلى أنه يمكن تعميم علاقة "شال" لأكثر من 3 نقاط.
AB BC CD AD1 2 1 2 1 2 1 2+ + = فمثلاً: 

2 2 2AB BC CD+ +1 1 1 لأن: 
2 2 2AB BC CD1 1+= +1^ h  

  AC CD2 21 1= +

  AD1 2=

0AB BC CD DA1 2 1 2 1 21 2+ + + = كذلك 

وهذه العلاقة تفسر كالآتي: الإزاحة من A حتى الوصول 
إلى A تعني كأن الشيء بقي مكانه ولم يتحرك.

يمكن تفسير الطريقة الثانية في جمع المتجهات:
طريقة متوازي الأضلاع باستخدام علاقة "شال":

AB A ABC BD1 2 1 2 1 2 1 2+ = +

 AD A DBC1 2 1 2 1 2= =^ h

A B

C D

  

في الحالة العامة لجمع متجهين، أعد التركيز على أن 
موضع متجه الجمع يتغير مع اختيار نقطة الأساس، لكن 

كل المتجهات التي نحصل عليها تكون متساوية (الاتجاه 
نفسه، الطول نفسه). لطرح متجه نجمع المتجه المعاكس:

AB ABCD CD1 2 1 2 1 2 1 2- = + -^ h

 AB DC1 2 1 2= +

أشر إلى أنه أحياناً في حل التمارين، يستحسن استبدال 
BA1 2 AB1 بـ  2-

إذا كانت O نقطة الأصل، فبينّ للطلاب العلاقة بين 
OM1 2 إحداثيات النقطة M ومركبات 

اطلب إلى أحد الطلاب أن يرسم على السبورة جدولاً 
يضمنه قواعد الحساب بالإحداثيات مع أمثلة تطبيقية.

Properties of Adding Vectors in the Plane       

  A , B , C    

  A B B A+ = +      

  A A A0 0+ = + =  0    

  A B C A B C A B C++ + = + + = +^ ^h h      

  A A A A 0+ - = - + =^ ^h h    

  A C B C A B&+ = + =   

  K A B KA KB+ = +^ h        

:  .  ABC

a  L C BA CBA1 2 1 2 1 2= + +   b  K B CA BC ABA1 2 1 2 1 2 1 2= + + +

:
a  L AC BA CB1 2 1 2 1 2= + +

 B BAC A C1 2 1 21 2= + +^ h   

 BA AC CB1 2 1 2 1 2= + +^ h   

 BC CB1 2 1 2= +   

 BB1 2=   

 0=    BB

b  K AB CA BC AB1 2 1 2 1 2 1 2= + + +

 AB CA BC AB1 2 1 2 1 2 1 2= + + +^ ^h h  

 CA AB AB BC1 2 1 2 1 2 1 2= + + +^ ^h h  

 CB AC1 2 1 2= +   

 AC CB1 2 1 2= +   

 AB1 2=   

:  .  ABCD  3

a  AB CD BC1 2 1 2 1 2+ +    b  AD CA BC DB1 2 1 2 1 2 1 2+ + +
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Adding Two Vectors Algebraically    

         , , ,x y B x yA
A B

1 2 1 2= =A B   
BA +     ,x y yx

A A
1 2+ + BB  

,B x y yxA
A A

1 2+ = + + BB  :  

:  ,A 2 31 2=  , ,B 1 51 2= -   
a  BA +      b  BA2 3+

:

a  ,B x y yxA
A A

1 2+ = + + BB

 , 52 311 2= + - +^ h

 ,1 81 2=

b  , ,B x y x yA2 2 33 2 3
A A B B

1 2 1 2+ = +

 ( ) , ( ) ( ) , ( )2 2 2 3 3 1 3 51 2 1 2= + -

 , ,4 6 3 151 2 1 2= + -

 ,4 3 6 151 2= - +

 ,1 211 2=

.  , , ,BA 4 2 7 51 2 1 2= - = -    4

a  A B+      b  3 5A B+

Subtracting Vectors   

B      A    A    B      

B BA A- = + -^ h  :
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في المثال (1)

اشرح للطلاب أن هذا المثال هو تطبيق مباشر لجمع 
متجهين باستخدام التعريف وهو مقدمة للمثال (2).

في المثال (2)

ركّز مع الطلاب على فكرة إنشاء نقطة باستخدام ناتج 
جمع متجهين، وذلك وفق شروط معينة على شكل 

هندسي، وكيفية استخدام المتجه المعاكس والمتجه 
المكافئ.

في المثالين (3) ,(5)

أعط أمثله بديلة للطلاب، ثمّ اطلب إليهم استخدام خاصية 
الإبدال وخاصية التجميع بهدف استخدام علاقة "شال" 

وجمع المتجهات.

في المثالين (6) ,(4)

شدّد للطلاب على المعلومات التالية:

في المستوى الإحداثي عند جمع المتجهات نوجد ناتج 
جمع المركبات المناظرة على المحور السيني وعلى 

المحور الصادي، وعند طرح المتجهات نوجد ناتج طرح 
المركبات المناظرة على المحور السيني وعلى المحور 

الصادي.

في المثال (8)

ا تركيز فكرة الربط بين أي متجه مع متجهي  من المهم جدًّ
i, لأن ذلك سوف يسهّل أمام  j الوحدة الأساسيين 

الطلاب كتابة المتجه بدلالة متجهي الوحدة.

الربط  6

يقدم المثال (7) نموذجًا عن كيفية استخدام المتجهات 
في مواقف حياتية.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطىء الطلاب عند جمع المتجهات باستخدام طريقة 
بدل الأخرى (علاقة "شال"، طريقة متوازي الأضلاع).

بينّ لهم أن علاقة "شال" تعُتمد عندما يكون المتجهان 
متتابعين (أي يبدأ المتجه الثاني حيث ينتهي الأول) وتعُتمد 

طريقة متوازي الأضلاع عندما يكون للمتجهين نقطة 

AB AC CB1 2 1 2 1 2- =  :   .  ABC

:
AB AC AB AC1 2 1 2 1 2 1 2- = + -^ h   

 AB CA1 2 1 2= +  CA AC1 2 1 2=-

 CA AB1 2 1 2= +   
 CB1 2=   

:  .    ABCD  5

a  AB CD AD CB1 2 1 2 1 2 1 2+ - -  b  AB AC BC AD1 2 1 2 1 2 1 2- + +

Difference of Two Vectors Algebraically     

:      , ,,x x yy BA A BA B1 2 1 2= =   

,B B x x y yA A A B A B1 2- = + - = - -^ h

:  ,A 5 121 2=  , ,B 11 71 2=   
a  BA -     b  BA4 6-

:
a  A B x x , y y1 2-- = - A BA B

 ,5 1211 71 2= - -

 ,6 51 2= -

b  
A A

4 4 4 6 , 66 ,A B x y x yB B1 2 1 2- = -

 ( ) , ( ) ( ) , ( )4 5 4 12 6 11 6 71 2 1 2= -

 , ,20 48 66 421 2 1 2= -

 ,20 66 48 421 2= - -

 ,46 61 2= -

:  . ,A 3 01 2= - , ,B 5 91 2= -    6

a  A B-     b  A B3 4- +
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Y

N K
 

 ( )   

    (Y )         
    K         .   

N     

              
   (Y ) 

:

.   Y     m1 , m2   

Y

O

E

m1

m2

K-

N-

.     Y O   N-   K-    Y 

E    YO  

.    (Y)     E          

 .        :    7

      

Expressing a Vector in Terms of the Two Basic Unit Vectors  

•   (1, 0)          ,i 1 01 2=   
 ´ (x -axis)       ª

•    (0, 1)          ,j 0 11 2=   
´ (y -axis)       ª
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مشتركة.

التقييم  8

راقب الطلاب وهم يعملون على فقرات «حاول أن تحل»، 
وتحقق من صحة عملهم.

اختبار سريع

1  أوجد بطريقتين مختلفتين ناتج جمع المتجهين 

B

A التاليين:  

B A

A B+
طريقة أولى:  

B

A
A B+ طريقة ثانية:  

2 إذا كانت:

( , ), ( , ), ( , ), ( , )A B C D2 2 6 4 2 4 3 3- - -  

نقاط في المستوى الإحداثي.

أوجد:
(a) AB BC+

 , ,AB BC 4 2 8 81 2 1 2+ = + - -

  ,4 61 2= - -

(b) C CDA -

 , ,C CDA 4 6 1 71 2 1 2- = - - - -

  ,3 131 2= - -

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»
1  M

B

C تحقق من عمل الطلاب.  

أصبح  الزاوية  قياس  صغر  فكلما  المسار  يتغير  2  نعم، 

MC أطول وبالعكس.

:   ,i j      ,A x yO 1 2= A A      
A x i y jO = +A A  

, ,x i y j x y1 0 0 11 2 1 2+ = +A A A A

, ,x y0 01 2 1 2= + AA  
,x y1 2= A A  

AO=  

:   ,i j    ,A x yO A A1 2=   
A x i y jO = +A A  

y

A

x

y

x

3

3

2

2

1

1-1 O

j

i  u x i y j= +    ,i j    ,u x y1 2=   
OM i j5 6= +    ,i j    ,OM 5 61 2=  :  

-1
-1

1

1

-2

-2

2-3

-3

-4-5
OCA

B

x

y

j i
 

        A(-5, 1),  B(2, -3),  C(-1, 0) :  
.O  

i  , j      OA , OB , OC     

:

 ,A OA i j5 1 5a ` 1 2- = - +^ h    

 ,B OB i j2 2 33a ` 1 2- = + -^ ^h h   

 i j2 3= -

 ,C OC i j1 01 0a ` 1 2 +- = -^ ^h h    

 0i= +-

 i= -  A O A+ =

A(3, 4),  B(-2, 5),  C(-4, -1) :   8

. i , j      , ,OA OB OC1 2 1 2 1 2  :     
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. MB MC الثلاثة مع تغير  نعم، تتغير عناصر   3

«حاول أن تحل»

CBAM متوازي الأضلاع.  (a)  1

B

C

M

A N/

تحقق من عمل الطلاب:   (b)  

ABN B1 2 1 2=   

N A/

2  BN BA CA1 2 2 21 1- =

 AN CA` 1 2 1 2=

A

N

B

C

  

3  (a) AB BC CD1 2 1 2 1 2+ +^ h

  AC CD AD1 2 1 2 1 2+ =

 (b) D DB BC CAA1 2 1 2 1 2 1 2+ + +^ ^h h

  AB BA AA 01 2 1 2 1 21 2+ = =

4  (a) A B ,3 31 2+ = -

 (b) ,BA3 5 23 191 2+ = -

74

5-2   
Addition and Subtraction of Vectors

   A 
A

E

B
F

C

 BC   F  AB   E  ABC   (1)

B BBM E F1 2 1 2 1 2= +  :  M   (a)  

A AAN E F1 2 1 2 1 2= +  :  N   (b)  

AB MN1 2 1 2=  :   (c)  
A

B M C

 BC   M  ABC   (2)

BP MA MC1 2 1 2 1 2= +  :  P   (a)  

BQ AC MB1 2 1 2 1 2= +  :  Q   (b)  

BC   F  AD   E  ABCD    (3)

CP CD BA1 2 1 2 1 2= +  :  P   (a)  

B

A
DE

C
F

 CP CE BE1 2 1 2 1 2= +  :   (b)  

EF AB DC2 1 2 1 2 1 2= +  :   (c)  

:     A, B, C, D  (4)

AB BC CD DA2 4 2 21 2 1 2 1 2 1 2+ + +  (a)  

AB AAC D BD2 3 21 2 1 2 1 2 1 2- + +  (b)  

      250 km          (5)
               40 km  

50 km/h 

.        (a)  

        (b)  

  35 km/h              (6)
.12 km/h      

.      (a)  

.                 (b)  
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5  (a) CD CBAB AD1 2 1 2 1 2 1 2- + -^ ^h h

  DB BD1 2 1 2= +

  0DD1 2 1 2= =

 (b) CB BC AD1 2 1 2 1 2+ +

  AD01 2 1 2= +

  AD1 2=

6  (a) ,A B 8 91 2- = -

 (b) ,BA3 4 29 361 2- + = -

لأننا نعرف إلى أين سوف يصل عبد العزيز وهو الموقع   7

الثابت الذي يقف عنده يوسف، لذلك اعتمدنا الحل 
انطلاقاً من نقطة الوصول حيث استخدمنا مفهوم جمع 

المتجهين ومفهوم المتجه المعاكس.
8  i jOA 3 41 2= +

 OB i j2 51 2= - +

 i jOC 41 2= - -
75

   ,i j    O        (7)

OA i j3 4= - , OB i j32= - +  OC i j4= - -  

  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  AB BC AC+ =  :  A AB BC C1 2 1 2 1 2+ =    (1)

a  b  AC BA CB 01 2 1 2 1 2+ + =  (2)

,BA 2 31 2= -  ,BF 1 41 2=  :    ABCF  (3)

a  b  ,BC 3 1 `1 21 2=  

a  b  AC AD AE1 2 1 2 1 2+ =   AE BD1 2 1 2=  :ABCD   (4)

B

A D

C

E

a  b  AB AC BC ABBA1 2 1 2 1 2 1 2 1 2- + - =  :ABC   (5)

.        (6-9)  

:  L C AB BCA 21 2 1 2 1 2= + -    (6)

a  AL B2
1 1 2=  b  L AB2

1 1 2= -

c  ABL 3 1 2=  d  L AB3 1 2= -

:  AM1 2   ( ) ( )A i j i jM 2 3 3 2 21 2= - + - -    (7)

a  i j2 3-  b  i j3 2-

c  j4-  d  i j6 6-

:  D   . , , , , ,A B C2 1 0 2 3 1- - -^ ^ ^h h h :    ABCD  (8)

a  ,2 2^ h b  ,1 2-^ h c  ,1 2^ h d  ,1 2-^ h

76

:  x  .    , VU i j x i j4 2= - = -  (9)

a  2 b  2-  c  8 d  8-

.     (1)       (2)      (10-13)  

CA

B

E

D

F

O

 

  

(1) (2) 

AB AD+ =  (10)

CE CF+ =  (11)

a  BD

b  AC

c  0

d  DB

(1) (2) 

EA =  (12)

OC2 =  (13)

a  BA2

b  BE2

c  CA-

d  CA
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الضرب الداخلي  :5-3

الأهداف  1

يتعرف الضرب الداخلي.• 
يوجد قياس الزاوية بين متجهين.• 
يوجد متجه الوحدة في اتجاه متجه.• 
يدرس توازي متجهين.• 
يدرس تعامد متجهين.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

الضرب الداخلي - قياس الزاوية بين متجهين - متجه 
الوحدة.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة - جهاز إسقاط (Data Show) - حاسوب.

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب إيجاد:

, , ,cos cos cos cos60 45 30 120ºc c c^ ^h h  (a)

(b)  راجع مع الطلاب خصائص المثلث متطابق الأضلاع، 
والمثلث ثلاثيني - ستيني، والمثلث القائم، والمتطابق 
الضلعين، وذكرهم بالعلاقة بين أطوال أضلاع المثلث 

في كل حالة.

اطلب إليهم استخدام الآلة الحاسبة لإيجاد:  (c)
º0 في الحالات التالية: 1801 1θ c

(a) .cos 0 7843θ =

(b) .cos 0 4567θ = -

راجع مع الطلاب إذا كان:  (d)
, , ,A B1 2 3 41 2 1 2-= =

,A B أوجد: 

5-3

 
 ï.  
 ï     

.
 ï.  
 ï.  

:  
 ï 

Scalar Product  
 ï   

 Measure of Angle 
Between Two Vectors

 ï 
Unit Vector  

:
   ,m A B^ h

    
,A B

:
cos =  

 
Scalar Product

������
 ���� ����
:   

4

3

H

A
B

3

2

2

1

1O-1 x

y

 AO  , OB   a

         b

, BOA O1 21 2

cosA BO O# #  :      c

AO   OB   HO   AO   BH    d

. c       A HO O#    

     ,BA^ h   , BA     
,C BDA^ h  ,C BDA 1 21 2  

Scalar Product    
A , B        

         A B:        
.    

cosA B A B A, B: # #= ^ h   ,   ,m BA0 180ºG #c ^ h  :  

,u 3 01 2=  , ,v 3 31 2=   

.u v:  

2 3 41 x

y

u

v
1

2

3

 :

,cosu v u v u v: # #= ^ h

( ) ( )u 3 0 32 2
= + =  units 
( ) ( )v 3 3 18 3 22 2

= + = =  units

,cos u v
3 2
3

2
2

= =^ h  45∞      

u v 2
2

3 3 2` : = ^ ch m 
 9=

u v:   ,, ,u v0 2 2 21 2 1 2= =    1

187

4

C B

A

M

4  :  BC   M .    ABC

 a  ABAC :  b  MB MC:  c  CM CB:

:

a  ,AC AB AC AB AC ABcos: #= ^ h   
 cos4 4 60# # c=  

 4 4 2
1

# #=

 8=

    M  BC  b

MB MC 2= =   
  ,cosMB MC MB MC MB MC: #= ^ h   

 cos2 2 180º# #= ^ h 
 4= -

c  ,cosCM CB CM CB CM CB: #= ^ h   
 cos2 4 0º# #= ^ h 
 8=

B

A

C

O

E

D

F

 

:  1 cm     O       ABCDEF  2

 a  OA OD:  b  OA OB:  c  CB EF:

d  AB DE:  e  OB OF:

    , , ,A x y B x y1 2 1 2= = B BA A   

.. .A x x y yB += B BA A   

 2 2 2
yA A x A: = + =

A A
    ,A x y1 2= A A  :  

(1) 

  ,A B0 0! !    A BBA 0, := =

188
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التدريس  5

بعد مناقشة الضرب الداخلي للمتجهات، اسألهم:

A؟ ولماذا؟ أشر إلى أن الفرق  B B A: := هل 
يكمن في قياس الزاوية بين المتجهين، ولكن بما أن 

A B B A: := cos فإن  cosθ θ- =^ h

BA, أو A, B متعامدين؟ 0= اسألهم: ماذا نستنتج إذا كان 

^-A نعكس قيمة  h بمعكوسه A أشر إلى أنه إذا استبدلنا 
A B A B: :- = -^ ^h h الضرب الداخلي

يكتب أحد الطلاب خواص الضرب الداخلي على • 
السبورة ويعطي الطلاب أمثلة عن كل خاصية.

ًّا. لا •  أشر إلى أنه لا يمكن ضرب 3 متجهات داخلي
A، بينما يمكن احتساب  B C: : ًّا لِـ  معنى رياضي

C، وبالتالي  A ونحصل على متجه موازٍ لِـ  B C: #^ h

ًّا. الضرب الداخلي ليس تجميعي

A متجه الوحدة. A إذا كان  A: اطلب إليهم إيجاد 

1A
2

=

AB
2

^ h AB بطول  AB: اطلب إليهم مقارنة 

AB AB x x y y2 2 2 2
= = - + -B BA A^ ^h h

أشر إلى أنه لإيجاد قياس الزاوية بين متجهين، نستخدم 
الصيغتين المختلفتين للضرب الداخلي معًا.

في المثال (1)

ناقش مع الطلاب النتائج في هذا المثال لتحقيق فكرة 
الضرب الداخلي بين متجهين بخاصة أن هذه العملية على 

ًّا. المتجهين لا تعطي متجهًا بل تعطي عددًا حقيقي

. ABC    ,A 2 3- -^ h, ,B 1 1^ h, ,3 1C - -^ h  
. i  , j     AC1 2  , BC1 2      ax

y

-3

-3

-2

-2  -1
-1

1

1

O
B(1, 1)

C(-3, -1)

A(-2, -3)

 BCA C:1 21 2    b

Ct    ABC    c

:
a  , ,C A 2 3 3 1 1 21 2 1 2 1 2= - - - - - - = -^ ^h h

 C A i j21 2= -   
 , ,C B 1 3 1 1 4 21 2 1 2 1 2= - - - - =^ ^h h

 C B i j4 21 2= +   
b  CA CB 1 4 2 2 0: # #1 2 1 2 + -= =^ h    
c  C CA B 0a :1 2 1 2=

 C CA B` =1 2 1 2

CW    ABC   90∞  C A^  CB h   

( , )A 6 1- , ( , )B 3 2 , ( , )C 2 1     3

i , j     BA  ,B C      a  

BA BC:    b  

BW    ABC    c  

y   A B=   ,A 2 31 2= - , ,1B y1 2=   

:
  BA =

  BA 0: =

 x x yy 0A B BA: :+ =

 y 02 1 3- + =^ ^ ^ ^h h h h

 y 02 3- + =

 y 3
2

=

 x   BA =   ,A 3 11 2= - , ,B x 21 2= -    4
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(2) 

,A B0 0! !     AB k BA ,' =

A B x y x y, :' -A BB A  :

, , , , ,A B A x y B x y0 0 1 2 1 2! ! = = B BA A   :

,, ,BA 7 5 14 101 2 1 2= - = -   A B'  :   a

y   ,A 6 81 2= -  , ,B y21 2=   A B'    b

:
a  ,x

x
y
y

14
7

2
1

10
5

2
1

=
-
=
-

=
-

=
-A A

B B
 :  

 B k BA A2
1
(` = - =

 BA` '

( )( )x y x y 7 10 14 5 70 70 0A B B A #- = - - - = - =: :   :  
BA` '  

b  BAa '  :  
 k BA` =

 , ,k y6 8 21 2 1 2- =

 ,k ky21 2=

 k k6 2 3(` = =

 ky y y8 8 3 3
8

( (- = - = = -

:  
 x y x y 0A B B A- =: :

 ( )y

y

y

6 2 8 0

6 16 0

6
16

3
8

-

- - =

=

=
-

=
-

,, ,A B3 2 6 41 2 1 2= - = -   BA '  :   a  5

 x  ,, ,xA B3
7
3
2

5
41 2 1 2= =   BA '    b  
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في المثال (2)

أعط الطلاب أمثلة بديلة عن أشكال هندسيةّ منتظمة، 
واطلب إليهم إيجاد الضرب الداخلي للمتجهات، ثمّ ناقش 

معهم النتائج.

في المثال (3)

x x y yA B A A BB: # #= + أكد للطلاب أن القاعدة: 
لا يمكن استخدامها إلا إذا كان المتجهان في مستوى 

i (وحدة قياس). j 1= = إحداثي حيث 

شجعهم على استخدام الضرب الداخلي في إثبات مثلث 
AB تكون A زاوية قائمة. AC 0: = قائم. إذا كان 

في المثال (4)

يساعد هذا المثال الطلاب على استخدام شرط التعامد بين 
متجهين لإيجاد قيم متغيرة في مركبات أحد المتجهين.

Measure of Angle between Two Vectors     

A  , B        

,, ,A x y B x yA A B B1 2 1 2= =  

:A B:     

M
N

L
B

A

y

x

 A x x y yB A BA B: = +   (1)

,A A AcosB B B: := ^ h  (2)

,A B A Bcos x x y yA BA B` : : = +^ h  

,A B
A B

cos
x x y yA BA B

`
:

=
+

^ h  

:  A 0!  , B 0!    ,A B   

,A B
A B

A B
cos

:
:

=^ h  , ,A Bm0 180º# #c ^ h

A 5= , B 6= , BA 15: =   

,A B^ h   

:

,cos A
A
AB

B
B
:
:

=^ h    ,   ,Am B0 180º º# #^ h  

 5 6
15

2
1

#
= =  

,B cosAm 2
1

601` c= =
-^ ah k

A 3= , B 2= , A B 3 3: = -    7

 ,A B^ h    
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Scalar Product

   A 

u v:  :       (1)

(a)

v

u

60c

u units4=

v units3=

(b)

-1

3

1

2

2

1

3 4 x

y

-1
-2

-2

-3

-3

u v

:  , , , , ,u v w2 22 1 3 11 2 1 2 1 2= - = - =  :  (2)

(a) u v:  (b) u w:  (c) v w:

(d) ( ) ( )u v3 2: -  (e) ( ) ( )u v4 3:-

:  . , ,u v u v4 65 := = = -  :      ,u v  (3)

(a) u v2 3
2

+^ h  (b) u v u v3 2 2:- - +^ ^h h

,u x 41 2= , ,v 2 31 2= -   (4)

.v    u    x   (a)  

. unitsu 5=    x   (b)  

, , ,u v2 2 2 01 2 1 2= - = -      (5)

,m u v^ h  

.      , , , ,,A B C1 3 3 1 3 1- - -^ ^ ^h h h  (6)

, ,AB AC BC  :  (a)  

.ABC     AB AC:  :  (b)  

5-3
Properties of Scalar Product    

.   k       A , B , C

  A AB B: :=   

  A Ak B k A B k B: : := =^ ^ ^h h h        

  A AB C A B C: : :! !=^ h       
  

A 3= , B 2= , BA 3: = -      A , B

B BA A4 3 2:- +^ ^h h  

:

4 3 2A AB B:- +^ ^h h

4 4A A A B B A B B2 3 3 2: : : := + - -   

4A A A B B A B B8 3 6: : : := + - -   

A A A B A B B B4 8 3 6: : : := + - -   

A A B B4 5 6
2 2

:= + -  A A A
2

: =

4 3 5 3 6 22 2
# # #= + - -^ h  

36 15 24= - -

3= -

, , AA B B3 4 5:= = =      A , B  6

A AB B3 2 3:- - +^ ^h h   
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في المثال (5)
يوفر هذا المثال للطلاب طرائق يستخدمونها لإثبات 

توازي متجهين أو لإيجاد متغير في أحد المتجهين إذا كان 
هذان المتجهان متوازيين.

في المثال (6)

يساعد هذا المثال الطلاب على التعامل مع الضرب 
الداخلي للمتجهات، وذلك باستخدام الطرح والجمع 

لمتجهات مع معُامل كأعداد حقيقية.

في المثالين (8) ,(7)

من أهم ميزات الضرب الداخلي أنه يوفر للطلاب فرصة 
مهمة لإيجاد قياس زاوية بين متجهين، ويكون مقدمة 

لإيجاد قياس زاوية بين مستقيمين في ما بعد.

ساعدهم على استخدام الآلة الحاسبة لإيجاد قياس زاوية 
إذا كان جيب التمام لهذه الزاوية عددًا معلومًا.

الربط  6

انظر المثال (9).

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

 x x y yA B: # #= +A AB B :قد يخطئ الطلاب في كتابة
ويستبدلون إشارة الجمع بإشارة الطرح لتصبح 

x، شدد على الفرق بين الصيغة التي  x y y# #-A AB B

تعطي مركبات المتجه وتستخدم فيها إشارة الطرح وصيغة 
الضرب الداخلي وتستخدم فيها إشارة الجمع.

, , ,BA 2 2 3 4 4 31 21 2= = -  :     

:
,cos A

A
AB

B
B
:
:

=^ h  , ,Am B0 180º º# #^ h

 
A A B B

x x y y+

x y x y
B A BA : :

=
+ +

2 2 2 2

 
( ) ( )2 2 3 4 4 3

2 4 2 3 4 3
2 2 2 2

=
+ - +

- +

^ ^

^ ^

h h

h h

 ( )( )4 8
8 24

32
16

2
1

=
- +

= =

 ,B cosm A 2
1

60º1` ==
-^ ah k

, , ,A B 36 3 11 2 1 2= = -  :      8

B(x, y)

y

A(-a, 0) C(a, 0) x

 

:       ABC     
x y a2 2 2
+ =  

, CBA B       a

        . CBA B:   b

:
a  ,x x y yBA A B A B1 2= - -

 , 0 ,y ya x a x1 2 1 2= - - - = - - -

 ,C x x y yB C B C B1 2= - -

 , 0 ,y ya x a x1 2 1 2= - - = - -

b  C y ya x a xBA B: = - - - + - -^ ^ ^ ^h h h h

 a ax ax x y2 2 2
= - + - + +

 x y a2 2 2
= + -

 x y a2 2 2
a + =   

 x y a 02 2 2
` =+ -

 CBA B 0: =   
 CBA B` =

90∫       
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.u v:   (7-10)  

u v, , ,u vm2 5 135º= = =^ h  (8)  v u, , ,u v m2 3 30º= = =^ h  (7)

u v u v, , ,m4 2 7 6 90º= = =^ h  (10)  u v, , ,u vm3 4 180º= = =^ h  (9)
BA

E
D C

4

5

4

4
2 F

30∫

 :     (11-14)  

DE BC:  (12)  CF DE:  (11)

AD BF:  (14)  FB CF:  (13)

  B 

.     b       a   (1-6)  

a  b  u v=   u v 0: =    (1)

a  b  x 10=-   , , ,u x v2 5 11 2 1 2= - = , u v=    (2)

a  b  u v w 8:- = -^ h   ,u w v w 35: := - =    (3)

a  b  AB AC 6: = -   , , ,, ,A B C1 2 2 3 4 5- -^ ^ ^h h h   (4)

a  b  LM 10=   , , ,L M3 4 0 5-^ ^h h   (5)

a  b  , , ,A B2 3 1 01 2 1 2= - =      ,A B  (6)

( , )Acos B 2 13
13

` =  

:        (7-14)  

:  m  , , , ,u v m u v2 2 31 :1 2 1 2= - = - =    (7)

a  2
5

-  b  2
5  c  2

1  d  2
1

-

. AB   C     H ABC   (8)

A

C

2 4

4

BH

 AB AC: =  

a  6-  b  12 c  12-  d  6
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التقييم  8

راقب الطلاب وهم يعملون عل فقرات «حاول أن تحل»، 
ثم تحقق من صحة عملهم.

اختبار سريع

AB في كل من الحالات التالية: AC: 1 أوجد 

(a) 

A

x

y
B

C

1

1
0

2
3
4
5
6
7
8

2 3 4 5 6

0A ACB : =

(b) , , , , ,A B C1 3 0 4 2 5- -^ ^ ^h h h 15-

(c) , ,AB AC3 2 4θ π
= = =  3 2

، , ,A B A B5 2 1:= = = - 2  إذا كان 

. ,A B فأوجد قياس الزاوية بين 

.95 739º  

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

تحقق من إجابات الطلاب.

«حاول أن تحل»
1  y

x1 2

2

u
v

 unitsu 0 2 22 2
= + =^ ^h h

 unitsv 2 2 2 22 2
= + =^ ^h h

 m u v 45: c= -^ h

 cosu v 2 2 2 45: # # c= -^ h

  4 2 2
2

#=

  4=

79

A

B C

3

70\ = c

 , ( , )BC BAAB AC cm m3 70= = =
%    (9)

:   AB AC:  

a  .2 3 b  .6 89 c  3 d  .2 3-

:  (   )    ABCD  (10)C3

2

2

5

D

A

O

B

 cm , cm , cm , cmAB AO OD CD5 2 2 3= = = =  

:  OB OC:  

a  11 b  11-  c  12 d  12-

(11) AB AC: =

2

2

3

3

4 5 61

1

-1-1

-2

-2

-3

-3

A

B

x

y

C

a  2 b  2-  c  18 d  0

( , )AB ACcos =     (12)

1 2 3 4 5 6-1-2-3

A
B

x

y
C

1
2
3
4
5
6

a  0 b  5
3  c  2

1  d  
10
1

80

:  m   , , ,u m v5 2 31 2 1 2-= =  u v=     (13)

a  3
10  b  10

3
-  c  3

10-  d  2
15

:     ( , )BA BCm   AB BC 2: = -    (14)

a  60º  b  28º  c  122º  d  05 º
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2  (a) OA OD 1: = -

 (b) OA OB ( )( )cos1 1 60 2
1

: c= =

 (c) CB EF 1: =

 (d) AB DE 1: = -

 (e) OB OF cos1 1 120 2
1

: c= - = -^ ^ ^h h h

3  (a) i jBA 3 3= -

  C i jB = - -

 (b) BA BC 0: =

 (c) BA BC 0a : =

B ABC قائم الزاوية  `  المثلث 

4  A B 0 &: =

 x3 2 0 &+ =

 x 3
2

= -

5  (a) x
x

6
3

2
1

a = =A

B

  y
y

4
2

2
1

=
-
-

=
B

A

  //A B`

x y x y 0: :- =AB BA نأخذ القاعدة:      (b)  

  ;x x3
7

5
4

3
2

0 5
14

` # #- = =

6  BA A B3 11 6
2 2

:- + -

 ( ) ( ) ( )3 9 11 5 6 16= - + -

 68= -

7  , , ,cos mA B A B2 150
3

= =
- c^ ^h h

8  BA 18 3 15: = - =

 A 36 9 3 5= + =

 B 9 1 10= + =

 ( , )cos A B
3 50

15
2

2
= =

 ( , )m A B 45c=

81

, , , , ,A B C2 3 1 5 3 4- -^ ^ ^h h h  (1)

BA          (a)  

.M   AC     OM      (b)  

u

y

x
2

2

 ,u 2 21 2= -    (2)

              
.   

.   u    y   , yu 3
2 2

1 2=    (3)

:  N   .          A, B, C, D  (4)

AN AD AB DC1 2 1 2 1 2 1 2= + +  

AC1 2, AB1 2   AN1 2    (a)  

.    ABNC    (b)  

:    (5)
M

NB A

 NA1 2, NM1 2   AM1 2   (a)  

AM AB AN AB AB2
1 2

: := =  :   (b)  

. AC 2 3= , AB 6= , AB AC 18: =  :   ABC  (6)

( , )AB ACm     

:  , , , xx xA B5 1 151 2 1 2= - - = -  :  (7)

B    A     x  (a)  

B     A     x   (b)  

:  .     , , ,BA 2 11 2= =-  :  (8)

(a) A B:  (b) B
2

(c) B BA A3 :1 2 1 2+ +  (d) A B A B2 2:1 2 1 2+ -
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المرشد لحل المسائل

إجابة «مسألة إضافية»
a

a

B

D F

M
E

طريقة أولى: 
BDC في المثلث 

BF قطعة متوسطة

DE قطعة متوسطة

DE BF M+ = " ,

DE
a

2
5

=   

BF
a

2
5

=   

MD DE
a

3
2

3
5

= =

MF BF
a

3
1

6
5

= =

DF
a
2=   

DMF نستخدم قانون جيب التمام: في المثلث 

cos
a a a a a

DM F2 3
5

6
5

2 3
5

6
52

2 2

# # #-= +` c c ^j m m hY

 ( , )cos FMB M 5
4

=

 ( , )m FMB M 36 52 11. c l m

   

.(B
1
 B

2
 = 7.32 m :  ) .      10 m

α 2
0

m

B
1

B
2

L

A
    

           .   
.    

 :

LB 20 10 5001
2 2 2

= + =^ h    

. mLB 22 361 .  

.LB 20 10 7 32 7002 2
2

2
-= + +^ ^h h  

. mLB 26 462 .  

  -   :

 LB LB L B L BA A A A1 2 1 2: := + +^ ^h h

 L A O AB AB2
1 2:= + +^ h

 L A AB AB2
1 2#= +^ h

 .400 10 17 32#= +

 .573 2=

  -   :

 cosLB LB LB LB1 2 1 2: : := ^ h

 . . . cos573 2 22 36 26 46 :#= ^ h

 . .
.

.cos 22 36 26 46
573 2

0 9688`
#

= =

 14 21º. l

14 21º l      

 

A B

M
E

CD F

 BC   E CD   F ABCD  

M  BF  DE  

m DMF^ h%  

194

   

   
 

  
 

 

    
 

 

  
 

  

  

  ( ) 
  

 
 

 
 

  
 

.     
(x, y)       M(x, y)      OM    

,M x x y yB AB A- -^ h      OM    AB    
.            

.           
a = c b = d     ,a b  , ,c d   

A Bk=   k 0!          A , B  
A B k AC=   k 0!           A, B, C   

:   
.    ABCD  ,A A A A AB C D B BC C+ = + =  

,A A A A0 0+ - = + =^ h  A A AB C B C B C+ + = + + = + +^ ^h h  A AB B+ = +  
.   k ,A yxA A=  , ,B yxB B=  

, y yA B x xB BA A+ = + +  ,k A kx kyA B=  
x xA B=  ,y yBA =     A B=  

x y x y 0A B A B: :- =       A , B  
,cosA A AB B B x y yxB BA A: := = +^ h  

x yA 2 2= +  x yA
2 2 2= +   ,A x y^ h  

,cos A
A

A
B

B

B

:

:
=^ h  

AB y yx xB BA A
2 2

= - + -^ ^h h   , , ,A x y B yxA B BA^ ^h h   
195
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طريقة ثانية:

D ًّا منتظمًا مركزه ًّا عمودي نأخذ نظامًا إحداثي

x

y

a

a

A B

D
C

M

 ,D 0 0^ h   ,C a 0^ h

,A a0^ h   ,B a a^ h

,E a
a
2` j   ,F

a
2 0` j

,M a a
3
2

3
a k

,a a
MD 3

2
3=

- -a k

,a a
MF 6 3= - -` j

 
,cos

x x y y
a a

a

MD MF
MD MF

3
5

6
5

9
2 2

#

#

#

#

=
+

=
2 21 1^ h

, . ,cos m DM FMD MF 0 8 36 52 11= = c l m^ ^h hY

83

ABC   , , , , ,A B C4 1 1 2 1 4-- -^ ^ ^h h h   (13)

.B      

1

1-1-1

-2

-2

-3

-3

-4

-4-5

2
3

A
B

C

4
y

x

  

A i j4 2= - - , B i j3= - - , ,C 5 51 2= -     (14)

B C!  :   (a)  

,A B A C: :  :  (b)  

  (c)  

.    (15)  

:    A      ,A 4 31 2= -  :  (15)

(a) ,2 2
31 2-  (b) ,3 41 2-  (c) ,2

3
21 2  (d) ,4 31 2

84

:        (1)

.   m  , , ,A , ,B C m2 2 4 5 4 0-^ ^ ^h h h  

.A  ABC    m   (a)  

.    ABC     m  (b)  

.         (2)

:    

A
P B

CD

Q

5

x

R

 .  CQ , PR  

(    : )  

:    MAB   (3)

M MBA MI a2: = -
2  

M

BA
I aa  

:   ,A B A Bw w2+ = - = -  :   (4)

.    ,A B  

. AB   E    (5)

A

D C5 cm

2 cm

BE

 .(   )   
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.    , , , , ,A B C1 2 4 0 3 3^ ^ ^h h h :   (9)

.D     C   AB     

.D    

3

B

C
A2

D

1 3 4

y

xi

j

 

4 cm      ABC  (10)

A AC,B ba 1 2 1 2= =  :  

C BN

A

 a b-   a , b   CB1 2   (a)  

AD a b1 2= +   D   (b)  

ABDC    (c)  

a b+   (d)  

.O    ABCD  (11)

DN OC1 2 1 2=  :  N  AB1 2   M  

B A

C

N

D

O

M

 BC1 2   ON1 2   (a)  

BC OD OC1 21 2 1 2= +  :   (b)  

.     M, N, O    (c)  

,AB AC1 2 1 2        (12)

1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

6

6

7
8
y

x

B

A
C

  



الوحدة السادسة: الجبر المتقطع (الإحصاء)

 Discrete Algebra (Statistics)
قُسمت الدروس في هذه الوحدة إلى أجزاء.

1 - 6: المجتمع الإحصائي والمعاينة
جزء 1: المجتمع الإحصائي.  

جزء 2: أساليب جمع البيانات.  
جزء 3: أنواع البيانات.  

2 - 6: العينات
جزء 1: العينة العشوائية.  

3 - 6: أساليب عرض البيانات
جزء 1: القطاعات الدائرية.  

جزء 2: المنحنى التكراري والمدرج التكراري.  

4 - 6:  الانحراف المعياري

5 - 6: القاعدة التجريبية 
جزء 1: التوزيع الطبيعي.   

جزء 2: القاعدة التجريبية.   

6 - 6: القيمة المعيارية
جزء 1: القيمة المعيارية.   
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أصبح علم الإحصاء في عصرنا الحاضر من أهم العلوم 
التطبيقية التي تعتمد عليها الدول لدراسة كل ما له علاقة 

بالفرد في المجتمعات، لذا كان في كل دولة إدارة مركزية 
للإحصاء.

وهذه الإدارة المركزية لها مهمات متعددة الجوانب 
تطال كل النواحي الحياتية للمواطن من إنتاج، واستهلاك، 

وحوادث طرقات، ووفيات، وولادات...
من إحدى المهمات التي تقوم بها «الإدارة المركزية 

للإحصاء» في دولة الكويت دراسة الأرقام القياسية لأسعار 
ًّا، ثم إصدار نشرة دورية عن نسبة  المستهلك وتغيرها شهري

هذا التغير وأسبابه.
وللدلالة على ذلك، نورد فقرة أخذت من تقرير عن شهر 

يونيو سنة 2012:
ًّا لأصناف متنوعة من  «إن عملية جمع بيانات الأسعار شهري

السلع من أكثر من 400 مصدر من أنحاء البلاد كافة تحتاج 
إلى تعاون مخلص من مدراء الجمعيات التعاونية والأسواق 

المركزية ومحلات التجزئة الأخرى بجميع أنشطتها 
الاقتصادية والتجارية».

بالنظر إلى هذا النص، يتبينّ لنا مدى الأهمية التي تعتمدها 
الإدارة المركزية للإحصاء في التعاون المخلص مع العينات 
الإحصائية لتكون الجداول التي تنشرها، معبرة بنسبة كبيرة 

عن التغيرات الحاصلة في الأسعار صعودًا أو هبوطاً.

مقدمة الوحدة
( )  

Discrete Algebra (Statistics)

  :  
 .                  :   1
.                      

                     :  2
.             

.    -    :  3

:    4

    a

    b

       c

     d

     e

             .           f
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مشروع الوحدة
زحمة المرور، حوادث المرور القاتلة على الطرقات، 

مشاكل قيادة السيارات، إنها معاناة تعيشها أثناء تنقلاتك من 
مكان إلى آخر، وتسمع دائمًا في وسائل الإعلام عن مشاريع 
وأفكار وتصاميم يطلقها أصحاب الاختصاص والمسؤولون 

لمحاولة التخفيف من هذه الأزمات.
تبنى الجسور، تفتح طرقات جديدة، تشق الأنفاق، تسن 
القوانين الصارمة، تحدد السرعة. ولكن، ما النتيجة؟

والأهم من كل ذلك، أين البيئة من مشاكل انبعاث ثاني 
أوكسيد الكربون نتيجة احتراق الوقود؟

في الأسئلة عن تطبيق المشروع، شجّع الطلاب على دراسة 
أسباب زحمة المرور. اطلب إليهم دراسة حركة المرور على 

عدد من الدوارات وعلى عدد من التقاطعات الرئيسة في 
المدينة، ثمّ تسجيل ملاحظاتهم. اطلب إليهم أيضًا دراسة 

قوانين المرور وما إذا كان لديهم آراء معينة لتحديثها.
شجعهم على زيارة إدارة المرور للاطلاع على كيفية العمل 

فيها.

التقرير
يجب أن يكون التقرير كافياً ومفصلاً يعكس جهد 

المجموعات التي قامت بالعمل، ويحدّد بشكل جلي 
وواضح الاقتراحات والحلول التي توصلوا إليها أو الخدمة 

التي يرونها مناسبة. ناقش مع زملاءك في غرفة الصف النتائج 
التي توصلت إليها والاقتراحات التي وضعتها. أعد النظر 

ًّا. ببعضها إذا كان ذلك ضروري

سلّم التقييم
نظمت البيانات بالكامل - التمثيل البياني واضح 
ومعبرّ - التحليل والنتائج دقيقة - التقرير مفصل 

ويعكس جهد العمل.
4

معظم البيانات منظمة - التمثيل البياني واضح - 
التحليل والنتائج يشوبها بعض الارتباك - معظم 

عناصر التقرير مفصلة.
3

بعض البيانات منظمة - أخطاء في التمثيل البياني -
التحليل والنتائج غير سليمة - التقرير بحاجة إلى 

صياغة أفضل.
2

معظم عناصر المشروع غير مكتملة وبحاجة إلى 
إعادة.

1
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1-6: المجمتع الإحصائي والمعاينة

الأهداف    1

يتعرف المجتمع الإحصائي.• 
يتعرف المجتمعات المنتهية وغير المنتهية.• 
يتعرف المتغير.• 
يتعرف الحصر الشامل.• 
يتعرف أنواع البيانات.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

إحصاء - مجتمع إحصائي - الحصر الشامل - المعاينة - 
بيانات كيفية - متغير - بيانات كمية.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:
تريد استطلاع الرأي حول الانتخابات النيابية في    (a)
دولتك، هل ستقوم بطرح الأسئلة على السكان كافة؟
كيف يمكنك جمع معلومات حول مسحوق معينّ    (b)

للغسيل؟
ما هو المسلسل التلفزيوني الأكثر مشاهدة؟   (c)

هل استخدمت كلمة «متغير» قبل الآن؟ وأين كان   (d)
ذلك؟

التدريس  5

عند القيام بأي عملية استطلاع، يجب تحديد المجتمع 
الإحصائي، والهدف من الدراسة، والمواضيع التي يراد 
التطرق إليها، وتسجيل الأسئلة الواجب طرحها، وذلك 
لاستخلاص صورة واضحة تساعد على اتخاذ قرارات 

صائبة.

  

Statistical Population and Sampling

6-1
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في المثال (1)
ناقش مع الطلاب المفردات الجديدة: مجتمع منته، 

مجتمع غير منته، وحدة الدراسة في المجتمع. اطلب إليهم 
عرض أمثلة بديلة عن المجتمعات الإحصائية، واسألهم ما 
إذا كانت منتهية أو غير منتهية، وما هي وحدة الدراسة في

كل مجتمع.

في المثال (2)
ركّز على فكرة الحصر الشامل والحالات التي يمكن 

والتي لا يمكن استخدامه فيها بإيجابياته وسلبياته في عملية 
الإحصاء.

في المثال (3)
أعطِ أمثلة بديلة عن البيانات الكمية. اطلب إلى الطلاب 

تقديم بيانات معينّة تمّ تعريف ما إذا كانت كيفية أو كمية.

الربط  6

الدراسات الإحصائية واستطلاع الرأي ترتبط مباشرة بنواحٍ 
حياتية حيث تحول الواقع إلى أرقام تساعد على اتخاذ 

قرارات في المجالات كلها.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يواجه الطلاب عدة مشاكل ويقعون في العديد من 
الأخطاء، مثلاً في تحديد مجتمع ما إذا كان منتهياً أو 

غير منته أو في تعريف المتغير في مجال الدراسة. اعرض 
عليهم أمثلة توضح تعريف المجتمع المنتهي وكيفية تحديد 

المتغير المشترك في الصفات ضمن أفراد المجتمع.

التقييم  8

تابع الطلاب في عملهم ضمن فقرات «حاول أن تحل» 
لتتأكد من مدى استيعابهم لما ورد في هذا الدرس.

:

               a

.        

              b

.

:    2

.          a  

.           b  

Sampling   - 2
 .                 

Types of Data   
:       :     
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         (3)
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اختبار سريع
في دراسة لوسائل النقل التي يستخدمها طلاب المرحلة 

الثانوية في إحدى مدارس الدولة، أجب عن الاسئلة 
التالية:

(a)  ما هو المجتمع محل الدراسة؟
طلاب المرحلة الثانوية في إحدى مدارس الدولة.
(b) هل هذا المجتمع منتهٍ أو غير منتهٍ؟ لماذا؟

مجتمع منته، لأن عدد الطلاب محدد.
(c) ما هو المتغير محل الدراسة؟

وسيلة النقل المستخدمة في الذهاب والإياب.
(d) إذا شمل السؤال كافة طلاب المرحلة الثانوية في 

الدولة، فهل يعتبر ذلك حصرًا شاملاً؟
نعم.

إجابات وحلول   9

«عمل تعاوني»
1 تحقق من إجابات الطلاب.  - 3

«حاول أن تحل»
(a) نوعه: مجتمع منته  1

وحدة الدراسة: لاعب  
(b) نوعه: غير منته  

وحدة الدراسة: سمكة  

(a) تتنوع الإجابات: إجابة ممكنة:  2

المعلمون في إحدى مدارس الدولة.  
( b ) تتنوع الإجابات: إجابة ممكنة:  

الأعشاب في ملعب كرة القدم.   

(a) كمية، متقطعة  3

(b) كيفية إسمية  
(c)كمية مستمرة  
(d) كيفية مرتبة  

:

.   a

.   b

.   c

.   d

:        3

.      a  

(...     )  b  

.       c  

.          d  

Ways To Collect Data    
               

:
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87

6-2

Samples

   A 

.100   8        (1)

.100   5         (2)

         (3)

   200    .           (4)
.40 

        (a)  

 60          (b)  

        (c)  

.240  201    200  1     (d)  

.       5         

  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  .          (1)

a  b  .           (2)

a  b   
 

 =   (3)

a  b    #    =    (4)

43    70      (5)
a  b  322     

2-6: العينات
الأهداف  1

يتعرف العينة العشوائية البسيطة ويطبقها.• 
يتعرف العينة العشوائية الطبقية ويطبقها.• 
يتعرف العينة العشوائية المنتظمة ويطبقها.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

عينة - عينة عشوائية - عينة عشوائية بسيطة - عينة عشوائية 
طبقية - عينة عشوائية منتظمة - كسر المعاينة.

الأدوات والوسائل  3

 .(Data show) آلة حاسبة - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:
هل يمكن استخدام الحصر الشامل لمعرفة البرامج   (a)

التلفزيونية المفضلة لدى سكان دولة الكويت؟
اعرض بعض المتغيرات التي يمكن دراستها في غرفة   (b)

الصف.
أعطِ أمثلة عن بيانات كمية وبيانات كيفية.  (c)

 
•  .   
•  .   
•  .   

:  
•  Sample  
•    

Random Sample  
•     

Simple Random Sample 
•     

 Stratified Random
Sample

•     
 Systematic Random
Sample

•    
Sampling Fraction  

:
    
    
     

.
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6-2

  

.  250  150  100     
       25     1

.    

 .      10        2
.            

Random Sample   
               
       .      

:        .  

Simple Random Sample     - 1
        n     
         m ( )    
              

.   
      :        

.(IRT, SPSS, Microsoft Excel)      
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88

:        (6-10)  

:      (6)

        b    a  

.    d     c  
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   b      a  

    d     c  
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          b      a  

    d           c  
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التدريس  5

إن إجراء دراسات عن مجتمعات إحصائية كبيرة العدد 
ًّا إلا عن طريق المعاينة، وبالتالي على  لا يمكن أن يتم عملي
جزء محدود من هذا المجتمع الذي يتكون من مفردات 

تمثله وتحقق أهداف هذه الدراسات.

في المثال (1)
اشرح للطلاب أن استخدام العينة العشوائية البسيطة يعود 

إلى أن كل فرد في هذه المؤسسة له الفرصة ليكون واحدًا 
من 7 لهم الحظ بالذهاب لأداء فريضة الحج على نفقة 

المؤسسة. نستخدم جدول الأعداد العشوائية البسيطة ابتداءً 
من الصف الأول والعمود الأول ما لم يحدد.

 في المثالين (3) , (2) 
ناقش مع الطلاب الفرق بين المجتمع الإحصائي في 

المثال (1) والمجتمع الإحصائي في المثالين (3) , (2). 
أكّد لهم أن العينة العشوائية البسيطة لا يصح استخدامها. 

فالمجتمع الإحصائي في المثالين (3) , (2) يتكون من 
فئات مختلفة، ويجب التعرف على أدائهم وكفاءتهم.
لذا كان لا بد من إيجاد كسر المعاينة، ثم إيجاد حجم 

العينة من كل طبقة في المجتمع الإحصائي محل الدراسة، 
وبعد ذلك نستخدم جدول الأعداد العشوائية. 

في المثالين (5) , (4) 
أخبر الطلاب أنه في البدء، يجب احتساب طول الفترة في 
العينة العشوائية المنتظمة علمًا بأن جميع أفراد هذه العينة 

يجب أن يكون لهم الفرصة نفسها، وبالتالي فإن العينة 
العشوائية المنتظمة مشابهة للعينة العشوائية البسيطة إلى 

حد ما ولكنهما يختلفان من حيث التركيب، إذ في العينة 
البسيطة نختار الأعداد العشوائية بحسب الترقيم في العينة، 
أما في العينة المنتظمة فيضاف طول الفترة بالتتابع انطلاقاً 
من أول عدد على جدول الأعداد العشوائية على أن يكون 

أصغر من طول الفترة.
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الربط  6

جميع الأمثلة الموجودة في هذا الدرس ترتبط مباشرة 
بحالات حياتية.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

 تكمن الأخطاء في تحديد الأعداد على جدول الأعداد 
العشوائية.

ساعد الطلاب على التعامل بدقة عند تحديد الصف 
والعمود، ومن ثم كتابة الأعداد المطلوبة بحسب الشروط.

التقييم  8

تابع عمل الطلاب في فقرات «حاول أن تحل» لتقف على 
حسن أدائهم في مفاهيم هذا الدرس ومهارته.

اختبار سريع

في أحد الفنادق 80 نزيلاً. أرادت إدارة الفندق تقديم 

وجبة طعام مجانية لـِ 8 منهم.

المطلوب سحب عينة عشوائية منتظمة تمثل هؤلاء 

النزلاء علمًا بأنه جرى ترقيم كافة النزلاء من 1 إلى 80 

وذلك باستخدام جدول الأعداد العشوائية.

 10 8
80

= نوجد طول الفترة:     

بما أنه لم يتم تحديد الصف والعمود، لذا نأخذ الصف 

الأول والعمود الأول من جدول الأعداد العشوائية، ثم 

نأخذ عددًا من رقمين لجهة اليسار على أن يكون العدد 

أصغر من 10، فنجد النزلاء حاملي الأرقام التالية:

1 , 11 , 21 , 31 , 41 , 51 , 61 , 71
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إجابات وحلول   9

«دعنا نفكر ونتناقش»
1 تحقق من إجابات الطلاب.  - 2

«حاول أن تحل»
1  58 , 12 , 49 , 01 , 46 , 64 , 17

.0 2 35
7

= كسر المعاينة =   2

.0 2 10 2# = حجم عينة مدراء الأقسام:            
.0 2 20 4# = حجم عينة المحاسبين والمدققين:  
.0 2 5 1# = حجم عينة المستخدمين:               

.0 05 500
25

= كسر المعاينة =   3

لم يحدد الصف والعمود لذا نأخذ الصف الأول والعمود 
الأول.

.0 0 405 8# = حجم عينة الإداريين:  
يحملون الأرقام:   79 , 59 , 01 , 28

.0 05 140 7# = حجم عينة الأطباء:  
يحملون الأرقام: 96 , 135 , 161 , 212 , 85 , 209 , 201

.0 05 402 12# = حجم عينة الممرضين:  
يحملون الأرقام:

281 , 412 , 315 , 227 , 360 , 359 , 414 , 234 , 
280 , 274 , 444 , 415

.0 05 40 2# = حجم عينة العمال: 
يحملون الأرقام:     462 , 468

90 10
900

= طول الفترة =   4

نوجد العدد الأول أصغر من 90، فنحصل على الأعداد 
التالية:

75 , 165 , 255 , 345 , 435 , 525 , 615 , 705 , 
795 , 885

 20 7
140

= نوجد طول الفترة =   5

نوجد العدد الأول أصغر من 20، فنحصل على الأعداد 
التالية:  135 , 115 , 95 , 75 , 55 , 35 , 15
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.        a

.        b

(100% ◊   = (  )    : )  

:

a 

25254644

25
25

25
2

25
5

25
4

25
6

25
4

25
4 

100%%25
2

100#

= 8%

%25
5

100#

= 20%

%25
4

100#

= 16%

%25
6

100#

= 24%

%
25
4

100#

= 16%

%
25
4

100#

= 16%

  

(  )

       :         b

:(   ) 

  
57.6∫

72∫ 

28.8∫

86.4∫ 
 
57.6∫

57.6∫

 .25
4

360 57 6# =c c  

:(    )  

.25
4
360 57 6# =
% %  

:(   )  

.25
6
360 86 4# =
% %  

:(   )  

.25
4
360 57 6# =
% %  

:(   )  

25
5
360 72# =
% %  

:(   )  

.25
2
360 28 8# =
% %  

:   40         1

13 4 13 6 4 40

.      a  

.      b  
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Ways to Display Data

 
•       

.  
•  .     
•        

.    

:  
•  Frequency  
•    

Rational Frequency  
•     

Percent Frequency  
•      

Pie Chart  
•    

 Histogram  
•    

Frequency Curve  
•    

Center of Interval  

 

     50       
(cm) 

150- 155- 160- 165- 170- 175- 180-

2 8 6 8 13 7 6

170 cm           1

 170 cm         2

 :               
.  

           
...    

Pie Chart   
.       

           
         .      
              

:       

360∞ ◊   =    

 (  )  
 

  =   

.           

:                

 
4 4 6 4 5 2 25

6-3
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3-6: أساليب عرض البيانات

الأهداف  1

يوجد التكرار النسبي والنسبة المئوية للتكرار.• 
يمثل البيانات بالقطاعات الدائرية.• 
يمثل البيانات بالمدرج التكراري والمنحنى • 

التكراري ويربط بينهما.

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

التكرار - التكرار النسبي - التكرار المئوي -  تمثيل بياني 
بالقطاعات الدائرية - المدرج التكراري - المنحنى التكراري - 

مركز الفئة.
الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة علمية - ورق رسم بياني - مسطرة - منقلة - 
جهاز إسقاط (Data Show) - حاسوب.

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:
في البيانات التالية: 7 , 5 , 6 , 8 , 7 , 9 , 7   (a)

أوجد المتوسط الحسابي والوسيط والمنوال.  
أوجد النسبة المئوية للعدد 6 من 25  (b)

التدريس  5

يتابع الطالب بناء معارفه ومهاراته في علم الإحصاء، فيتعرف 
في هذا الدرس على أساليب جديدة في عرض البيانات تضاف 

إلى مكتسباته السابقة.
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:
    
    

:  
     - 1
     
    
 -  70  
   .  130
    

.  
     - 2
   
  

:
       (a)
    
   

.4%  
       (b)
   
   

.
      (c)

.   

    
Frequency Curve and Histogram
            

.       

.              

     40          
.(mg/L)     (   )   

15- 20- 25- 30- 35- 40- 45- 50-

3 4 8 9 7 4 3 2 40

.      a

.    b

.       c

:

:    a

.2
15 20

17 5
+

=  :  15-   

.2
20 25

22 5
+

=  :  20-   

.2
25 30

27 5
+

=  :  25-   

.2
30 35

32 5
+

=  :  30-   

.2
35 40

37 5
+

=  :  35-   

.2
40 45

42 5
+

=  :  40-   

.2
45 50

47 5
+

=  :  45-   

.2
50 55

52 5
+

=  :  50-   
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في المثال (1)
قد تكون البيانات الكيفية أكثر سهولة من البيانات 

الكمية عند فرزها، لذلك يمكن تنظيمها سريعًا وإيجاد 
التكرار النسبي والنسبة المئوية للتكرار، ومن ثم إيجاد 
قياس الزاوية المركزية للقطاع الدائري الذي يمثل كل 

متغير كيفي. تأكد من أنهم قادرون على استخدام القاعدة 
لإيجاد قياس الزاوية المركزية في القطاعات الدائرية . 

اطلب إلى أكثر من طالب الذهاب إلى السبورة وكتابة: 
قياس (الزاوية المركزية) = التكرار النسبي ^ °360، ثم 

ساعدهم على استخدام المنقلة في رسم كل قطاع.

في المثال (2)
يساعد المدرج التكراري على المقارنة بين الفئات، وهو 

يشبه إلى حد كبير التمثيل البياني بالأعمدة، وأما هنا 
فنستخدم الفئات، لذا كانت المستطيلات متصلة ببعضها 

بعضًا. وعندما نرسم المنحنى التكراري نأخذ منتصف 
القطع المستقيمة العليا لكل مستطيل، ثم نوصلها بمنحنى 

ا من القطعة المستقيمة وتكون نهاية هذا المنحنى  قريب جدًّ
دائمًا عند منتصف الفئة ما قبل الفئة الأولى حيث تكرارها 
الصفر، وعند منتصف الفئة التي تلي مباشرة الفئة الأخيرة 

حيث تكرارها الصفر.

الربط  6

إن الأمثلة الموجودة في هذا الدرس هي ربط بين حالات 
حياتية وأساليب عرض البيانات.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطىء الطلاب في رسم المنحنى التكراري باستخدام 
المدرج التكراري. ركّز انتباه الطلاب إلى ضرورة 

ربط منتصفات الأضلاع العليا للمستطيلات بمنحنيات 
للحصول على المنحنى التكراري.

التقييم  8

تابع عمل الطلاب في فقرات «حاول أن تحل» لتقف على 
إمكانياتهم في التعامل مع أساليب عرض البيانات، وتحقق 

من فهمهم لما عليهم إيجاده.
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89

6-3
  

Ways to Display Data

   A 

                 (1)
:

    

5 7 4 6 22

.        (a)  

.       (b)  

.               (2)

4- 5- 6- 7- 8- 9-

17 31 25 14 7 6 100

.      (a)  

.    (b)  

.       (c)  

                 (3)
.      

(km) 0- 4- 8- 12- 16- 20- 24-

12 25 21 20 12 8 4 102

.      (a)  

.    (b)  

.       (c)  

:

15- 20- 25- 30- 35- 40- 45- 50-

3 4 8 9 7 4 3 2 40

 17.5 22.5 27.5 32.5 37.5 42.5 47.5 52.5  
                  b

:             

(12.5, 0), (17.5, 3), (22.5, 4), (27.5, 8), (32.5, 9), (37.5, 7), (42.5, 4), (47.5, 3), (52.5, 2) , (57.5, 0).

12.5

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

0
17.5 22.5 27.5 32.5 37.5 42.5 47.5 52.5 57.5  
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اختبار سريع
سجلت إدارة الأرصاد الجوية في دولة الكويت لشهر 

يوليو من سنة 2012 أعلى درجة حرارة، إذ بلغت 
حوالى °48 مئوية، وكانت درجات الحرارة القصوى 

كما يلي:
 47, 46, 45, 39, 42, 43, 40, 44, 47, 45, 48,
 43, 40, 41, 38, 42, 47, 45, 46, 47, 43, 44,
46, 43, 45, 41, 46, 47, 42، 45, 48.

نظمّ هذه البيانات في جدول مبيناً: التكرار، التكرار 
النسبي، النسبة المئوية للتكرار، ثم مثلّها على مدرج 

تكراري، ومنحنى تكراري، وبالقطاعات الدائرية.
  48 - 38 = 10 نوجد المدى:  

نأخذ 5 فئات طول كل فئة 2.
الجدول:

الفئة 38- 40- 42- 44- 46-48

التكرار 2 4 7 7 11

 التكرار
النسبي 31

2
31
4

31
7

31
7

31
11

 النسبة المئوية
للتكرار

6.45% 12.9% 22.58% 22.58% 35.49%

31
2  × 360° .  23°  

31
4 × 360° .  46°  

31
7  × 360° .  81.5°  

31
7  × 360° .  81.5°  

31
11 × 360° .  128°  
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:
    
    
   

.   

.     c

10
9

8

7
6

5
4

3
2

15 20 25 30 35 40 45 50 55

1
0

             
.                 

(cm)   30       2

155- 160- 165- 170- 175- 180-

4 6 11 5 3 1 30  
.    a  

.    b  

.       c  
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12

10

8

6

4

38 40 42 44 46

2

0

81.5°

46°
23°

81.5°

128°

إجابات وحلول   9

«عمل تعاوني»

 ، 50
24 النسبة:   1

% %50 100
24

48# = النسبة المئوية: 

 ، 50
26 النسبة:   2

% %50
2

100
6

52# = النسبة المئوية: 

«حاول أن تحل»

(a)  1

اللون أسود أزرق بني عسلي زيتي المجموع

التكرار 13 4 13 6 4 40

التكرار النسبي
40
13

40
4

40
13

40
6

40
4 1

 النسبة المئوية
للتكرار

32.5% 10% 32.5% 15% 10% 100%

40
13  × 360° = 117°  

40
4  × 360° = 36°  

40
13  × 360° = 117°  

40
6  × 360° = 54°  

40
4  × 360° = 36°  

أسود
117°

بني
117°

عسلي
54°

زيتي
36°

أزرق
36°

(b)
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(a) الجدول مع مركز الفئات  2

الفئة 155- 160- 165- 170- 175- 180- المجموع

التكرار 4 6 11 5 3 1 30

مركز الفئة 157.5 162.5 167.5 172.5 177.5 182.5

(b) المنحنى التكراري باستخدام مراكز الفئات   

12

10

8

6

المنحنى التكراري

التكرار

 مركز الفئات

4

2

0 157.5 162.5 167.5 172.5 177.5 182.5

(c) المدرج التكراري والمنحنى التكراري  

12

10

8

6

المنحنى التكراري

التكرار

المدرج التكراري

الفئات

4

2

0 155- 160- 165- 170- 175- 180- 185- 190-

90

  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  360∫ #      :    (1)

a  b  
 

 
 =   (2)

a  b  30  10  20-   (3)

a  b  .         (4)

a  b  .        (5)

40
y

x

30

20
15
10

11 13 157 9
 

 

 .        (6-10)  

        (6-7)  
.           

:     (6)

a  80 b  65 c  70 d  75

:    (7)

a  4 b  3 c  2 d  1

          (8-10)  
 

 

 

 

 .  200       

         (8)

a  º120  b  45º  c  1 08 º  d  09 º

        (9)

a  30 b  25 c  35 d  40

        (10)

a  50 b  40 c  55 d  60
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•  .    

:  
•   

Mean  
•    

 Dispersion Measures  
•    

 Standard Deviation  
•  Variance  

 

Standard Deviation
6-4

 
             

:    20

 

11 12 11 10 9
16 8 10 7 13
15 15 15 5 5
11 12 11 10 11

             a
         

.          b

           c
.    

  :   

             d
.  

:       
{5 4 4 3 3 3 2 2 1} :    x  .     

 {xn; freqn}      FREQ  
.      {5;1 4;2 3;3 2;2 1;1} 

 SHIFT   MODE   (SETUP)  4   (STAT) 1  (ON)
 MODE  3  (STAT)  1  (1 - VAR)

 1 =  2 =  3 =  4 =  5 =   
 1 =  2 =  3 =  2 =  1 =

STAT
X

FREQ

3 3 3
4 4 2
5 5 1 1

3
1.154700538

       AC  SHIFT  1  (STAT) 4  (VAR) 2  x^ h =

 AC  SHIFT  1  (STAT) 4  (VAR) 3  x^ h =

1.154700538 :   3 :   :
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4-6: الانحراف المعياري

الأهداف  1

يوجد التباين والانحراف المعياري.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

 المتوسط الحسابي - مقاييس التشتت - الانحراف 
المعياري - التباين.

الأدوات والوسائل  3

 - (Data Show) آلة حاسبة علمية - جهاز إسقاط
حاسوب.

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:
نأخذ البيانات التالية:

15 , 14 , 18 , 17 , 15 , 11 , 16 , 15 , 12 , 14 , 16 , 
12 , 13 , 11 , 10 , 13 , 14 , 12 , 15 , 17.

(a)  كوّن جدولاً لهذه البيانات باستخدام فئات متساوية 
الطول من 2 تبينّ فيه : التكرار - التكرار النسبي - 

النسبة المئوية للتكرار (التكرار المئوي)-مراكز الفئات.
مثلّ هذه البيانات بالمدرج التكراري وبالمنحنى التكراري.  (b)

استخدم مراكز الفئات لترسم المنحنى التكراري.  (c)
مثلّ هذه البيانات بالقطاعات الدائرية.  (d)

أوجد الجذر التربيعي لكل عدد مما يلي:  (e)
  629 , 230 , 196 , 49
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:          

.         a

.         b

  x n
n x
/
/

=
i

i i   :   x    
.      xi  :  

.     ni  

  v n
n x x 2

/
/

=
-

i

i i^ h   :   v  

  v=   :      

n
n x x 2

/
/

=
-

i

i i^ h  

.        xi        :  

:      120           

(min)   10- 15- 20- 25- 30- 35- 40- 45- 50-

 11 21 23 14 16 18 12 3 2 120

.    .       a

.     b

.   c

:

 a

  
(min) 

10- 15- 20- 25- 30- 35- 40- 45- 50-

(ni)  11 21 23 14 16 18 12 3 2 120

(xi)  12.5 17.5 22.5 27.5 32.5 37.5 42.5 47.5 52.5  
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التدريس  5

تعرّف الطالب في مراحل سابقة على طرائق متعددة 
لوصف جميع البيانات. كانت تستخدم في بيانات حيث 

المتغير فيها هو متقطع.

في هذا الدرس سوف يبني المتعلم مفاهيم ومهارات 
متقدمة في علم الإحصاء. فهو سوف يتعامل مع مقاييس 
تساعده على اتخاذ قرارات سليمة، وفي بعض الأحيان 

يمكن أن يضع توقعات مستقبلية معقولة.

في المثال (1)
يعتبر الانحراف المعياري من أهم مقاييس التشتت 

المستخدمة في علم الإحصاء، حيث يؤشر إلى مدى تشتت 
البيانات مقارنة بالمتوسط الحسابي لقيم هذه البيانات.

كلما كان الانحراف المعياري صغيرًا، كان تشتت قيم 
البيانات أقرب إلى المتوسط الحسابي.

شجع الطلاب على استخدام الآلة الحاسبة، لأنها تساعد 
كثيرًا على إيجاد المتوسط الحسابي والانحراف المعياري. 

ا أن يتعرف الطالب كيفية تكوين  كما أنه من المهم جدًّ
جدول يبينّ العمليات الحسابية المستخدمة لإيجاد

. vσ = التباين v ومن ثم الانحراف المعياري: 

الربط  6

يؤكد المثال (1) الربط بالواقع الحياتي.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطالب في إدخال البيانات إلى الآلة الحاسبة.
تجوّل بين الطلاب، وتابع معهم إدخال البيانات آخذًا في 

الاعتبار البرنامج الإحصائي لكل آلة حاسبة.

التقييم  8

تابع الطلاب وهم يتعاملون مع فقرة «حاول أن تحل»، 
لتتأكّد من حسن أدائهم في الإجابة عن الأسئلة كلها.
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x n
n x

i/
/

=
i i   :  

x
. . . . . ....

120
11 12 5 21 17 5 23 22 5 14 27 5 3 47 5 2 52 5# # # # # #

=
+ + + + + +^ ^ ^ ^ ^ ^h h h h h h

x 120
3360

28= =

:        b

n x xi i
2

-^ hx xi
2

-^ hx xi -^ hni  xi   
2642.75240.2512.5 - 281112.5
2315.25110.2517.5 - 282117.5
695.7530.2522.5 - 282322.5

3.50.2527.5 - 281427.5
32420.2532.5 - 281632.5

1624.590.2537.5 - 281837.5
2523210.2542.5 - 281242.5

1140.75380.2547.5 - 28347.5
1200.5600.2552.5 - 28252.5

12 470 = 

v n
n x x 2

/
/

=
-

i

i i^ h  :  

v 120
12 4 10 . 670 3 91.=  

v=  :   

10.2.  

    10.2.    28minx =      c

.      

:             1

( ) 0- 5- 10- 15- 20- 25-

19 30 47 28 26 10 160  

.    .       a  

.       b  
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اختبار سريع

جاءت درجات طلاب الصف الحادي عشر في اختبار 

للرياضيات حيث النهاية العظمى 20 درجة كما يلي: 

11 , 12 , 9 , 10 , 13 , 14 , 15 , 16 , 17 , 8 , 

10 , 11 , 12 , 14 , 15 , 14 , 13 , 16 , 7 , 9 , 

8 , 14 , 15 , 16 , 12.

(a) كوّن جدولاً يبينّ التكرار، ومركز الفئة.

الفئة 7- 9- 11- 13- 15- 17

التكرار 3 4 5 6 7

 مركز
الفئة

8 10 12 14 16

 

 σ والانحراف المعياري x (b) أوجد المتوسط الحسابي 
بدون استخدام برنامج إحصائي.

.x 25
320

12 8= = المتوسط الحسابي:     

xi ( )x xni i - ( )x xni i
2-

8 ( . )3 8 12 8-  69.12

10 ( . )4 10 12 8- 31.36

12 ( . )5 12 12 8- 3.2

14 ( . )6 14 12 8- 8.64

16 ( . )7 16 12 8- 71.68

المجموع = 184

.25
184

7 36v = = التباين:  
vσ = الانحراف المعياري: 
. .7 36 2 7.σ =  
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6-4
 

Standard Deviation

   A 

.   .5 , 5 , 5 , 5 :      (1)

:            (2)

( ) 0- 10- 20- 30- 40- 50-

190 300 470 280 260 100 1 600

.    (a)  

.       (b)  

    .   170 g            (3)
:         200

g 167 168 169 170 171 172 173 174

10 15 24 55 48 34 8 6 200

.      (a)  

.       (b)  

  B 

.     b       a   (1-4)  

           (1)
a  b  .    

a  b  .            (2)

a  b  .         (3)

a  b  .      (4)

إجابات وحلول  9

«عمل تعاوني»

تتنوع الإجابات.  (a)
أحياء: 10.6  (b)

رياضيات: 10.8  
فيزياء: 11  

كيمياء: 11  

 (c)الانحراف المعياري

أحياء 1.02

رياضيات 3.3

فيزياء 4.9

كيمياء 0.63

 

ا  التشتت الأكبر يطال الفيزياء. يوجد تقارب كبير جدًّ  (d)
بالنسبة إلى درجات الكيمياء مع المتوسط الحسابي.

«حاول أن تحل»
(a)  1

-0 الفئة 5- 10- 15- 20- 25-

التكرار 19 30 47 28 26 10

 مركز
الفئة

2.5 7.5 12.5 17.5 22.5 27.5

.x 160
2 210

13 8.= المتوسط الحسابي: 

.v 49 56. (b) التباين: 

.v 47 0σ = = الانحراف المعياري: 

92

.        (5-9)  

:    100     (5)

a  10!  b  -10 c  10 d     

:  1 , 2 , 3 , 4 , 4 , 5 , 5 , 6 :     (6)

a  0.78 b  1.56 c  2.78 d  3.78

:        (7)

      b   a  

.        d         c  

:     (8)

    b      a  

    d      c  

:    3      .4       (9)

a  13 b  12 c  11 d  10
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Empirical Rule   
                 

.     

        x           
:                 

  . ,x x- +6 @        68% 

x - x +x
68%

16%
16%

,x x- +6 @      68%

  ,x x2 2- +6 @        95% 

x 2- x 2+x

95%

2.5%2.5%

,x x2 2- +6 @      95%

  ,x x3 3- +6 @        99.7% 

x 3- x 3+
x

99.7%

0.15%0.15%

,x x3 3- +6 @      99.7%
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•  .   

:  
•    

Empirical Rule  
•    

Normal Distribution  

6-5 

Empirical Rule

  

              
                
     .          
             
              
.            

4 =    18 17 16 15 14 :   

16x =  :  

.1 4141 .   

25 =    28 23 17 9 3 :  

.9 0772 .  :   16y =  :  

 .1 4141 .     16x =         
.         

  .9 0772 .    16y =      
.       

             
.             

Normal Distribution   
.              

           
:            

x

 :     

    ( )     
.   

        
.  

         
.       
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5-6: القاعدة التجريبية

الأهداف  1

استخدام القاعدة التجريبية• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

قاعدة تجريبية - التوزيع الطبيعي.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:
نأخذ البيانات التالية:

12 , 14 , 17 , 13 , 15 , 18 , 11 , 16
x لقيم هذه البيانات.  (a) أوجد المتوسط الحسابي 
. ( )n x xi i

2-  ، ( )n x xi i -  ،xi كوّن جدولاً يبين (b)
σ لهذه البيانات. (c) استنتج قيم التباين v والانحراف المعياري 

,x xσ σ- +6 (d) أوجد: @
,x x2 2σ σ- +6 @  
,x x3 3σ σ- +6 @  

5  التدريس

تعتبر القاعدة التجريبية واحدة من مقاييس التشتت 
المهمة حيث تساعد الإحصائي على التطبيق على إحدى 

x, أو  x2 2σ σ- +6 x, أو @ xσ σ- +6 الفترات @
x, وهذا يتدرج ضمن شروط محددة. ومن  x3 3σ σ- +6 @

الواضح أن هذه القاعدة تحتاج إلى قيمتين هما: المتوسط 
.σ x، والانحراف المعياري  الحسابي 
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93

6-5
 

Empirical Rule

   A 

    (1)

     (2)

      (3)

:    (4)

99.7%

13.5% 13.5%

68%

x 3- x 3+x - x +x  

    1 250          (5)
.(  )           225

.    (a)  

 2 000       (b)  

 .200 kg   1 400 kg           (6)
:              

.    (a)  

.1 000 kg           (b)  

.        

99.7%
95%
68%

34% 34%

13.5%13.5%
2.5%2.5%

x 3- x 3+x 2- x + x 2+x - x

     110    350        
.(  )     

.    a

.    690      b

:
a  x 350=  110=

:        
,x x- +6 @  :      68%   (1)  

, ,350 110 350 110 240 460= - + =6 6@ @

,x x2 2- +6 @  :      95%   (2)  
, ,350 220 350 220 130 570= - + =6 6@ @

,x x3 3- +6 @  :      99.7%   (3)  
, ,350 330 350 330 20 680= - + =6 6@ @

        99.7%   ,20 6806 @      690    b
.  690        

.  115    475        1

.    a  

.    750       b  
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في المثال (1)
يعالج هذا المثال أرباح شركة بتطبيق القاعدة التجريبية. 

ركّز على العلاقة بين كل نسبة مئوية والفترة المناظرة 
لها. أخبرهم أن حوالى %68 يجب أن تكون على الفترة 
x, وأن %95  يجب أن تكون على الفترة  xσ σ- +6 @

x, وأن %99.7 يجب أن تكون على  x2 2σ σ- +6 @

. ,x x3 3σ σ- +6 الفترة @

في المثال (2)
يبينّ هذا المثال كيفية تطبيق القاعدة التجريبية للتأكد من 
مواصفات منتج ضمن شروط تعلن عنها مراكز الإنتاج. 

ساعد الطلاب بأمثلة بديلة على فهم أهمية تطبيق القاعدة 
التجريبية وشروط استخدامها عندما يقترب المنحنى 

الممثل للبيانات من التوزيع الطبيعي. ركّز معهم على فكرة 
الرسم كشكل جرس، والتوزيعات بالنسب المئوية إلى 

يمين المتوسط الحسابي ويساره.

الربط  6

تحقق الأمثلة الموجودة في هذا الدرس 
الربط بمواقف حياتية.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطىء الطلاب في تحديد عدد القيم على الفترة 
المطلوبة.

x, كحالة  xσ σ- +6 @ ساعدهم بأمثلة على إيجاد الفترة 
خاصة أولاً، ثم كيفية تحديد القيم عليها.

التقييم  8

تابع مع الطلاب بالحوار والنقاش ما ينجزونه في فقرات 
«حاول أن تحل»، لتتأكد من حسن أدائهم وفهمهم لما ورد 

في هذا الدرس.
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.  10    60  (A)             

.             

.    a

.        50     (A)       b

.        40     (A)       c

:

34% 13.5%13.5%

40 50 60 70 80
2.5%2.5%

34%

 :        68%  (1) a

, , ,x x 60 10 60 10 50 70- + = - + =6 6 6@ @ @  

:        95%  (2)  

, , ,x x2 2 60 20 60 20 40 80- + = - + =6 6 6@ @ @  

    99.7%  (3)  

:     

, , ,x x3 3 60 30 60 30 30 90- + = - + =6 6 6@ @ @  

:                  b

34% + 34% + 13.5% + 2.5% = 84%

.         50       84%   

        40       2.5%       c

.

 100h   700h  (A)               2
.              

.    a  

500h     (A)        b  

400h     (A)        c  
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اختبار سريع
1 أرادت مؤسسة تجارية شراء كمية معلبة من منتج 

90، ولكن جاءت دراسة  g حيث وزن كل عبوة
المحتويات لعينة من 500 عبوة لتبين أن المتوسط 

x. والانحراف المعياري  g89 5= الحسابي للأوازن: 
. والمنحنى التكراري لتوزيع أوزان العبوات  g1 2σ=

هو على شكل جرس (توزيع طبيعي).

(a) طبقّ القاعدة التجريبية.

(b) هل تشتري هذه المؤسسة كمية من هذا المنتج 
تحت شرط ألا يصل الحد الأدنى للمتوسط الحسابي 

86.5؟ g إلى

(a)  (1) حوالى %68 من العبوات على الفترة: 
, أي 340 عبوة تقع  . , .x x 88 3 90 7σ σ- + =6 6@ @

أوزانها على [90.7 ,88.3]

(2) حوالى %95 من العبوات على الفترة:  
x, أي 457 عبوة تقع  x2 2σ σ- +6 @ . , .87 1 91 9= 6 @

. , .87 1 91 96 أوزانها على @

(3) حوالى %99 من العبوات على الفترة  
,x x3 3σ σ- +6 @ . , .85 9 93 1= 6 @

أي حوالى 495 عبوة تقع أوزانها على الفترة 
. , .85 9 93 16 @

، لذا  . , .85 9 93 16 x. تقع على الفترة @ 86 5= (b) بما أن 
يمكن للمؤسسة شراء كمية من العبوات.
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94

  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  .           (1)

a  b  .        (2)

a  b  .   95%   ,x x- +6 @     (3)

a  b  . ,x x3 3- +6 @      99.7%    (4)

a  b  .              (5)

.        (6-8)  

    .  5     50         (6)
:   50    

a  50% b  55% c  45% d  40%

:      (7)

dcba

:   ,x x2 2- +6 @  (8)

  99.7% b    68% a  

  95% d    90% c  

إجابات وحلول  9

«حاول أن تحل»

1 (a) تطبيق القاعدة التجريبية:

x, أي على  xσ σ- +6  حوالى %68 على الفترة @
,360 5906 الفترة @

x, أي 95%  x2 2σ σ- +6   حوالى %95 على الفترة @
,245 7056 على الفترة @

x, أي  x3 3σ σ- +6   حوالى %99.7 على الفترة: @
   ,130 8206 %99.7 على الفترة @

 ,130 8206 (b) نعم، لأن المبلغ 750 موجود على الفترة @
وبالتالي وصلت أرباح الشركة إلى 750 دينارًا.

(a) تطبيق القاعدة التجريبية:   2

 ,600 8006  حوالى %68 على الفترة @

,500 9006  حوالى %95 على الفترة @

,400 10006  حوالى %99.7 على الفترة @

(b) باستخدام المنحنى الممثل لتوزيع عمر المصابيح 
الكهربائية على افتراض أنه توزيع طبيعي نجد التالي:

34% 34%

13.5%13.5% 2.5%2.5%

400 500 600 700 800 900 1000

النسبة المئوية للمصابيح التي يزيد عمرها عن 500 ساعة: 
. % % % . % . % . %13 5 34 34 13 5 2 5 97 5+ + + + =

(c) لا يوجد.
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•  .   

:  
•   

Standardized Value  

 

Standardized Value
 6-6

  

               
    :  .          

       

.       

Standardized Value   
              
        .     
               
             
              .

:        

z x x
=
-  

  -  

 
 =  

       20  16       
 14       20  16   5   13

.4  

      16    

:

.z x x
5

16 13
0 6=

-
=

-
=1  :    16   

.z x x
4

16 14
0 5=

-
=

-
=2  :    16   

 . .0 5 0 6 a1

   16         16     
.

.    16       16  
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6-6: القيمة المعيارية

الأهداف  1

استخدام القيمة المعيارية.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

قيمة معيارية.

الأدوات والوسائل  3

.(Data show) آلة حاسبة - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:
لنأخذ البيانات التالية:  7 ,8 ,6 ,5 ,4 ,3 ,2

x لقيم هذه البيانات. (a) أوجد المتوسط الحسابي 

.σ (b) أوجد التباين v والانحراف المعياري 

التدريس  5

تقارن القيمة المعيارية لقيمة محددة من البيانات بباقي هذه 
القيم، كما أنها تقارن بقيم أكثر في بيانات أخرى. فمثلاً، 

درجة معينة في مادة دراسية قد تكون قيمتها أفضل في مادة 
دراسية أخرى إذا ما قارنتها ببقية الدرجات في المادتين.

في المثال (1)
يبينّ كيف أن درجة 16 من 20 في مادتين مختلفتين هي 
أفضل في مادة من الأخرى، وهذا باستخدام قاعدة القيمة 
المعيارية، والتي تساعد على مقارنة هذه الدرجة مع بقية 

الدرجات.

في المثال (2)
يبينّ هذا المثال كيفية استخدام القيمة المعيارية لمقارنة 

درجتين مختلفتين في مادتين مختلفتين وذلك بدرجات كل 
مادة.

الربط  6

الأمثلة في هذا الدرس هي ربط مباشر بمواقف حياتية.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطىء الطلاب في استخدام قاعدة القيمة المعيارية، 
z. أعطهم أمثلة متعددة تبين لهم أن: x x

σ=
- فيكتبون: 

.z x x
σ=
-

التقييم  8

تابع الطلاب بدقة وهم يتعاملون مع فقرات «حاول أن 
 z

x x
σ=
- تحل»، لتتأكد من حسن استخدامهم القاعدة: 
σ , x من بيانات معطاة. وأنهم احتسبوا أولاً قيم 
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 15    3.8   14    15        1
7.8   13   

       15     

  69         64         
10   56        48   .8 

     

:

:              

.z x x
8

64 69
0 6251 =

-
=

-
= -  :     64   

.z x x
10

48 56
0 82 =

-
=

-
= -  :    48   

. .0 625 0 8 a2- -

.                

.               

 174cm         180cm     A     2
     172cm     B      .12cm   

15    165cm    
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اختبار سريع
يبينّ الجدول التالي الرواتب الشهرية بالدينار لبعض 

.A , B الموظفين في مؤسستين
مدير الموظف

إداري

مدير 

مبيعات

عامل محاسب
تقني

عامل 

تنظيفات
A 800700450300200المؤسسة
B 850700500275225المؤسسة

أوجد القيمة المعيارية للراتب المشترك 700 دينار كويتي 
مقارنة بالرواتب في كل مؤسسة.

x 490=  :A المتوسط الحسابي للرواتب في المؤسسة

y 510=  :B المتوسط الحسابي للرواتب في المؤسسة

2291σ =  :A الانحراف المعياري في المؤسسة

2402σ =  :B الانحراف المعياري في المؤسسة

 :A القيمة المعيارية للراتب 700 في المؤسسة

.z 229
700 490

0 9171 .=
-

:B القيمة المعيارية للراتب 700 في المؤسسة

 .z 240
700 510

0 792.=
-

2

. .0 792 0 9171 نلاحظ أن:   

أي أن الراتب 700 دينار في المؤسسة A أفضل منه في 
المؤسسة B مقارنة برواتب الموظفين في كل مؤسسة.
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إجابات وحلول  9

«حاول أن تحل»

1 نوجد القيمة المعيارية للدرجة 15 في مادة الفيزياء:

 . .z 3 8
15 14

0 2632.=
-

1

نوجد القيمة المعيارية للدرجة 15 في مادة الكيمياء: 

. .z 7 8
15 13

0 25642 .=
-

، فإن الدرجة 15 في مادة  . .0 2564 0 26321 بما أن 
الفيزياء هي أفضل من الدرجة 15 في مادة الكيمياء مقارنة 

بدرجات كل مادة.

:A 2 نوجد القيمة المعيارية لطول قامة خالد في المدينة

.z 12
180 174

0 5=
-

=1

:B نوجد القيمة المعيارية لطول قامة صالح في المدينة

.z 15
172 165

0 46.=
-

2

. ، وبالتالي طول قامة خالد في  .0 46 0 51 نلاحظ أن: 
المدينة A مقارنة بأطوال قامات رجال هذه المدينة أفضل 
من طول قامة صالح في المدينة B مقارنة بأطوال قامات 

رجال هذه المدينة.

96

 x 15=     x 12=       (4)
a  b  .7 5=  :     .z 0 4=  :  

.        (5-8)  

 6   12.5       14    (5)
:

a  .0 25-  b  0.25 c  2.5 d  .2 5-

   8   12   0.625       (6)
:  

a  7 b  7-  c  17 d  17-

      11   0.6    14    (7)
:  

a  0.2 b  .0 2-  c  5-  d  5

:     8   0.75    18    (8)

a  24 b  12 c  12-  d  24-
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6-6  
Standarized Value

   A 

:    (1)

.                 

.         

 14    15     20       (2)
     15     .4  

.5 5 6 7 7 :   (3)

.      x    :  (a)  

.      (b)  

.5 kg   70 kg     75 kg    A   (4)

.8 kg   76 kg     80 kg    B   

.B   80 kg  z2    A   75 kg  z1    

.12 15 16 17 :20          (5)

.11 13 15 9 :20           

   15  z2       15  z1      (a)  
.

     15      (b)  

  B 

.     b       a   (1-4)  

a  b  x x-  =   (1)

a  b  .           (2)

4=    x 14=       (3)

a  b  .z 0 5=  :  x 16=      
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إجابات «مسألة إضافية»
.x 6 07=  :(a) مجموعة  1

.x 6 07=  :(b) مجموعة  

 
:(a) مجموعة  2

القيمة987653

التكرار232214

.2 221σ =

:(b) مجموعة

القيمة9876543

التكرار1135211

.1 492σ =

أستنتج أن تشتت القيم في البيانات (a) أكبر منه في
. .2 22 1 492 البيانات (b)، لأن الانحراف المعياري 

المرشد لحل المسائل

:(a)      3

 
1
  431.45  

:(b)      

2
  218.86  

          (b)       

1
  2

2
    .(a)  

 

.  10              

:     

(a) 8 3 7 3 5 7 9 6 8 3 3 8 6 9

(b) 6 7 3 5 6 6 8 4 7 9 6 7 5 6  

.      1

  
2
 (a)     

1
 :        2

.    .(b) 
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          .         
:  

(a)   600 700 1 200 1 750 2 250

13 4 1 1 1  

(b)   700 800 1 100 1 300 1 500

13 4 1 1 1  
          1

.     y  x    a  2

.  1          b  

           c  

  .      
1
 , 

2
    3

:

(a)       (b)     13 , 4       1
(b)       (a)     1 , 1 , 1     

.  (a)       (b)     

:(a)       a  2

x = 790 KD  

:(b)       

y = 810 KD  

     (b)             b  

.(a)   

.               c  

222



190

   
  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

46 13560 38973 76536 54464 57626 10247 67051 83850 93002 30930 83842 09990 39203 85693 

47 74560 04842 75720 98173 35124 18019 70681 73624 86300 76894 55504 20022 27144 03239 

48 27449 10887 55047 76702 62587 20131 63452 96127 15802 65271 74663 37237 95812 19427 

49 44413 47571 63342 67062 19900 42511 71024 44364 02775 41081 33177 09580 71047 33820 

50 64512 50481 41107 21553 86471 16380 45959 16065 75195 31120 33822 43200 82566 43078 

51 00095 29635 33618 55201 12075 97285 80296 92250 92579 69296 68423 91353 35553 77036 

52 09638 68500 84152 55279 29481 48723 87785 06304 53198 79425 41344 87395 54720 72911 

53 08589 28972 20500 26761 61852 87387 17967 50345 20479 37841 16337 88163 38585 02798 

54 54883 36854 75468 31821 08464 13393 24322 56872 39507 16845 92039 13209 47035 57686 

55 15444 18858 69256 81949 85766 20284 15914 76382 25665 84484 36409 87271 14949 12069 

56 71565 25235 48604 04697 60513 89675 34337 06619 67509 03365 67431 43725 60359 33823 

57 92871 06972 97272 98081 58945 98039 47815 55173 93203 03385 58309 47970 27985 73782 

58 68849 33525 22034 44200 90628 39212 75363 00247 96303 51838 99956 34321 85809 87275 

59 98827 81751 86350 27162 56861 00566 32360 52560 05152 97370 29229 98503 44100 59854 

60 66803 20412 23097 36884 14158 51578 82839 04323 01877 91180 22403 31175 67942 14508 

61 41516 62122 37492 78385 08100 01107 49028 80607 92813 75169 25796 12643 75026 04170 

62 12162 72695 70213 28844 94220 04677 63128 96254 60006 42148 63974 24739 46064 93416 

63 13274 51517 40925 25926 47062 06867 80018 43394 68316 19197 74832 95805 26126 29623 

64 52918 26336 17452 70092 22425 68294 14624 12683 60030 18091 76824 45533 29768 59678 

65 30361 58894 77995 22650 20266 21791 25773 37748 38058 73835 57440 33610 24749 56691 

66 46377 07121 20251 41301 07635 66029 80470 25523 16429 40640 40041 79302 98712 95368 

67 27423 28968 39623 90457 26780 14540 15082 90327 56459 77107 60727 26328 59556 93557 

68 73886 44934 65197 86001 51613 92940 24998 35378 35732 05469 05791 07309 23107 37543 

69 70336 30279 09961 58625 11044 73699 32481 85490 58333 12277 98355 86413 87883 23945 

70 97903 34498 31282 11249 13179 41489 87962 89071 61922 02704 83626 67269 26568 09110 

71 86205 97851 61543 40666 78098 05621 86072 21202 84985 65253 09306 56791 86227 73343 

72 70718 31353 96295 21718 03495 83149 48733 21496 68430 91459 18409 86552 53261 30280 

73 79073 05288 57087 27201 29661 08888 42984 96272 93656 50805 32057 36231 03532 64408 

74 37479 85240 68508 36333 90080 46063 78129 96854 65844 71369 15432 66145 29223 87139 

75 56009 81470 06181 98341 92406 61704 57770 28984 92858 88178 80042 83674 23736 64497 

76 97012 75201 16764 31720 59414 81005 63959 15445 12347 71939 23651 29846 20962 77463 

77 89839 94534 78223 94989 54376 61163 21914 19430 86856 38116 83201 10117 77879 04504 

78 81048 37891 24924 18757 54550 54788 72430 24611 18643 55647 11806 78567 76679 58222 

79 96743 96838 50696 57648 15325 72557 77193 50894 33206 44420 37986 84257 02031 65384 

80 87649 00751 47483 48564 13103 20941 49793 68972 27994 75845 84616 37040 97110 95953 

81 18173 87553 45854 18750 16506 57202 60428 61710 35887 19879 49893 04512 62556 63742 

82 27613 72032 94334 38239 00395 05486 96365 01758 99314 41866 25760 74573 72169 25744 

83 67517 04195 89100 21434 52923 90818 09206 19493 00233 62413 39127 76457 39419 35023 

84 23574 88907 08133 85126 84643 94128 89259 18791 71035 84179 82500 92193 31383 34150 

85 98721 90145 05695 14882 11827 56881 14143 68069 88481 08328 58607 81737 11660 96892 

86 85556 83652 92934 55451 94792 45056 50732 83305 46303 37510 15539 52534 47250 75231 

87 63282 48334 46961 05993 16605 63422 23375 44298 16226 10617 96722 42776 53376 94366 

88 34033 36344 41107 77495 73985 79352 14844 44334 30781 16339 38031 28104 60054 05725 

89 75567 31423 72507 48162 30150 44912 76250 12017 12136 47687 90279 67127 83889 87957 

90 45101 69475 96924 76548 57756 14741 26052 42807 52824 61981 87866 35512 23771 43130 
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  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

1 28138 28596 04819 50138 12598 96878 55684 01488 58963 25896 36987 47856 20150 18965 

2 01055 53625 47739 51063 08445 33254 22542 50954 73949 11945 29947 86107 35420 77076 

3 79603 31075 71532 38497 08236 78411 18237 48743 81472 31761 49582 70411 64708 59416 

4 79261 96010 82558 15977 15827 55768 29668 73188 65198 24483 16219 63827 05092 47495 

5 00005 37153 07206 78041 09457 97003 49739 75180 74018 90951 96161 31749 23314 55471 

6 59282 86004 13259 59537 75702 66287 77941 27095 46176 67215 93007 84125 89302 92843 

7 20119 41234 01600 61772 57765 43965 60952 86606 47653 71502 85121 56804 03494 98302 

8 67205 41113 34514 03273 95516 68365 79855 50202 66262 31348 37260 56557 15116 38645 

9 06244 02595 08941 24615 92256 43007 05022 48195 91554 42525 30499 92203 70717 92685 

10 46210 35683 67486 77091 58196 08010 54826 97006 76740 76343 93982 66126 91164 53560 

11 80851 80252 02993 92649 12421 00480 53258 45140 57226 10428 36478 24600 01401 29179 

12 74684 98726 87312 70956 49731 45504 70689 57849 77383 53581 05100 07629 04450 54826 

13 82136 32120 31733 10371 01132 25110 67123 59517 89996 58905 75260 21509 87839 68376 

14 73419 88893 89748 44745 46390 54781 31307 62656 69777 24494 91659 29133 46122 75769 

15 66082 76594 77480 38397 64521 18712 50625 39027 39168 07835 13446 17758 19166 86050 

16 72300 93912 87548 69024 17509 52647 64335 84663 79524 34618 72718 51651 10486 81509 

17 46805 82648 27550 65291 27181 92637 13539 87601 15442 70131 62278 99491 41647 11029 

18 59068 93270 15829 34926 46252 90487 92734 04850 90175 84906 46435 91518 86972 25705 

19 63089 93954 30250 80347 81506 53768 75611 62054 89867 16083 45585 39555 96236 37875 

20 54384 64888 28929 46575 08301 86288 52656 19225 65019 74795 25915 71637 49063 17695 

21 41219 63211 39429 15290 78067 66741 08485 64653 87698 04983 47255 72768 90770 82930 

22 20939 02271 71831 53134 73002 86087 98213 24484 08574 34915 03881 26259 83583 55337 

23 66587 02998 73357 00128 97188 71660 47602 52022 28157 21602 30212 53762 94149 66526 

24 71255 04641 38419 79552 62599 76281 10226 60287 16627 85028 41218 20667 63917 49254 

25 08584 91510 57892 75011 49221 69960 90413 62400 23239 76854 66983 15964 70808 41341 

26 31552 70340 48274 81006 74831 19177 49160 50762 89666 93535 12381 29770 33895 90381 

27 02779 92197 83606 60964 65448 64964 19444 31357 16774 68021 46076 43831 09372 71527 

28 22739 38348 29275 50087 91312 68984 37018 03447 05352 00798 61243 86397 98949 07622 

29 21255 64526 97920 04791 77315 49905 74232 67222 89562 14683 81533 60057 31164 21824 

30 95796 88317 77167 07879 03499 00804 27377 18693 75652 32509 38279 28588 16753 86119 

31 75902 33821 35579 75020 78575 43912 99570 79216 04682 53316 95976 11938 56490 43868 

32 36028 73731 05339 82203 22856 72459 00237 17627 50326 98629 71967 48402 61549 83717 

33 06836 03795 80497 34107 29215 17117 69538 63274 96690 78884 38149 84592 67096 84551 

34 35984 71052 01657 19690 99783 13513 37517 96508 49098 86592 10874 18125 00876 14549 

35 87635 49443 55077 18157 20552 27316 12591 68157 34316 20447 53989 40096 69123 74210 

36 41484 58832 43633 92072 54522 60783 05639 78371 20340 90174 90549 60250 80858 97632 

37 65736 34031 37846 47294 50168 96397 50329 17390 04554 96190 02594 44229 24198 03064 

38 16118 88260 28975 20036 77353 96179 08143 29222 57871 01292 52420 07130 11896 94088 

39 62064 36947 31193 72328 10262 75428 50450 31620 17855 27018 75910 60965 39988 73389 

40 23472 61332 48829 99113 90538 74066 38628 09270 72856 71411 78860 50745 42966 27424 

41 05654 41781 99888 60787 56313 83221 82631 91989 32577 68175 24897 23456 16419 41727 

42 83428 17512 78322 01942 42061 60659 32746 95367 20551 99885 79334 03732 97058 80356 

43 65126 87369 56266 48697 33094 07522 92724 05676 91022 64262 24239 60242 01049 42945 

44 28042 84729 34846 05880 34188 27048 30623 23204 05034 93136 19192 91674 47022 48523 

45 53148 70847 48117 16103 83773 13224 76143 39148 06742 08298 52014 61711 79466 78334 
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98

  13         20  15    (7)
 11.5         20  13    2.5 

2.4  

.              

.(kg)            (8)

64- 68- 72- 76- 80-
4 5 7 6 3 25

.      (a)  

.        (b)  

97

  

.               (1)

.          (a)  

.       (b)  

0.08      70           (2)

.(  )        (a)  

   B   30     A  :        (b)  
.       10     C  30  

50      25           (3)

.(     )     

                 (4)
:   

 

2 3 6 7 5 2 25

.         (a)  

.      (b)  

σ   v  x     .7 8 6 5 4 9 3 :    (5)

    850           (6)
.(  )           175

.          (a)  

 .    300       (b)  

 .    1400       (c)  

99

 

.                (1)

.       (a)  

.               (b)  

:      :    (2)

.    -   -    (a)  

.    -   -     (b)  

     .600  1    600        (3)
  15        .       

.    

 80                  (4)
  420  301      120 280  201    
  21        .720  501     220

.             

                (5)
  16        .144  1    144 

.          

          360        (6)
:           

 /180  1   180

 /217  181   36

 /236  218   18

 /363  237   126

.        40      
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نْ 1-1 تمرَّ الجذور والتعبيرات الجذرية 

المجموعة A تمارين مقالية 

(1) (a) 20 (b) 40 (c) 102 (d) 0.1 (e) 0.5

 (f) 0.08 (g) لا يوجد (h) 5
1  (i) 7

2  ( j ) 30

 (k) لا يوجد (l) 150

(2) (a) 3 (b) 10 (c) 4-  (d) 0.5 (e) 5
2

(f) 42 (g) 2
5-  (h) 0 (i) 17.54 6 أو حوالى 253

(3) (a) :x x x4 4 01= -
:x x4 0$

&  (b) .
. :

x
x x

0 5
0 5 0

3
3

3

1-
=

:. x x 00 5 $
'  (c) 

:

:
x y

x y y
x y y

0

04 9
4 9

4 9

1
$

=
-

)   

(d) x x2 2

 (e) x y5
1 2y  (f) 100 x  (g) 5 2

- y  (h) x3 33 2

 (i) x y5 22 2
- y  ( j ) 14 xy  (k) 

v
u4
3

(4) (a) 10 2  (b) 4 53  (c) 3
4  (d) 35 5+

 (e) 5 2 6-  (f) 10 7 2+  (g) 69 20 11+  (h) 300

 (i) 2 23-  ( j ) 5 3 4 2-  (k) 12 3 9 23 3-  (l) 6

 (m) 4 727 +

(5) (a) m4 7 10 21+  (b) m70 3 2

(6) (a) 6
7  (b) 2

3 43

 (c) 23
12 3 8+  (d) 11 8 2

14
- -

 (e) 29
35 19 5- -  (f) 0 (g) 4 (h) 1 2 2 3

10
1 -

 (i) x
xx
1

2 1
-

+ +  (j) x y+

(7) 52  (8) 2

(9) ;E F41 24 2 114 56 2-= + =  (10) 2
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المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (a) (3) (a) (4) (b) (5) (a)

(6) (c) (7) (b) (8) (b) (9) (b) (10) (a)

(11) (b) (12) (d)

نْ 1-2 تمرَّ الأسس النسبية 

المجموعة A تمارين مقالية 

(1) (a) 3-  (b) لا يوجد (c) 6 34  (d) 2 (e) 2y2

(f) x4
-  (g) 0.4 (h) 3 3 1+^ h (i) 

y
x x2
3

6
4

(2) (a) x6  (b) x27  (c) 
y yy

1 1
898

=

 (d) x x3 3
= ^ h  (e) x34  (f) 7 49323 =

 (g) y y y2 5  (h) 
x
13

2

(3) (a) 16 (b) 16
1  (c) 8 

(4) (a) x7 2
1

2
3
 (b) x7 2 2

33
 (c) x7 2 2

33

 (d) 25x2y2 (e) x3
3
4  (f) 0.07t26 (g) 64

(5) (a) 16 (b) 81
1  (c) 3-

 (d) x 2
1
 (e) x 2

1
 (f) yx

1
6 4

1

 (g) x y
1

4
5

6  (h) x3 3
1-  (i) t2

(6) (a) x2  (b) 1 (c) 1

 (d) 2-  (e) 2
1
6  (f) 0

768 (8)  4 5- تختلف الإجابات:   (7)

(10) حوالى 636  25
1
2 5 وليس  2

3
5 تساوي  5 2

1
#  (9)
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المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (b) (3) (a) (4) (b) (5) (b)

(6) (b) (7) (c) (8) (b) (9) (a) (10) (a)

(11) (c) (12) (c)

نْ 1-3 تمرَّ حل المعادلات 

المجموعة A تمارين مقالية 

(1) (a) 16 (b) 22 (c) ;3 13-  (d) 8

 (e) 4
1

-  (f) 6 (g) لا يوجد

(2) (a) .d m9 33.  (b) 0.10 m

(3) (a) 3 (b) ;3 4- -" , (c) -2 (d) 1

 (e) -3 (f) x 10=  (g) 5 (h) x 25=

 (i) 2
13  (j) 9, - 7 (k) 2 (l) -1

 (m) 4
5  (n) 2-

(4) (a) x
S
3

2 3
=  (b) . ; .cm cm8 77 15 2.

(5) . m5 3.

(6) (a) x y3 3
-  (b) 6 23 3

2
3 3
1 2

+ +

(7) (a) 3 (b) 1-  (c) ,2 2-" , (d) ,1 4" , (e) 0

 (f) 2 (g) 2
7  (h) ,0 3" , (i) ,0 3" , ( j ) 4

1
+
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المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (b) (3) (b) (4) (b) (5) (b)

(6) (d) (7) (d) (8) (a) (9) (a) (10) (c)

اختبار الوحدة الأولى

(1) (a) 
:
:x

x
x x

x
11

11 0
11 045

45

45

1
$

-
= '  (b) y4 27

-  (c) 2y5 (d) 0.09 x30

 (e) 4 x18 y48 (f) 8 3 24+  (g) 
:

:
x y

x y y
x y y

12 35
12 35 0

12 35 03
3

3

1
$

-
)

 (h) 4 (i) 2x

(2) (a) 7
1-  (b) 87

20 7 25-

 (c) 
41

4 6 5 2 10 15 2
-

+ + +  (d) 8 2
7

10 -

(3) (a) 16 (b) 125 (c) 26

 (d) 3
1  (e) 4 (f) 7

4

(4) (a) 4

 (b) x 2= - x هو عدد سالب فيكون  x. بما أن  2= - x أو  2= x إذا  42
=

(5) (a) x57  (b) 
y
1

29
 (c) x25

 (d) 2  (e) 10 334  (f) x6 56

 (g) 32 12  (h) 100 1012  (i) 3
1

(6) (a) 64y4 (b) 
y
x

9

4
9

7

 (c) x 3
1
 (d) -

x y
1
6 4

5
#

-

x y x y2 2 2!- -
- - -^ h في المرحلة الثانية، توزعت الأسس بشكل خطأ أي:   (7)

(8) (a) 25
1  (b) 2 (c) 12 (d) 10

(e) 16
81  (f) 13

(9) m V
64=

2

 (10) 2 (11) (a) ,3 3-  (b) ,1 2-



196

تمارين إثرائية

(1) (a) 7-  (b) 30 (c) 3 (d) 9-

 (e) .0 1-  (f) 8 5 3-  (g) 
3 5

2
10

10

7
#

 (h) 2 36 6
#

(2) (a) 2 3 4 4 23 3- + +  (b) 7 (c) 13

(3) (a) x x
y9

4
6

4 23

 (b) y x4 6
#

-  (c) x y x23 323 + + y (d) x

(4) (a) 11
8 5 3+  (b) 2 5

(5) (a) 3 2 5+ +  (b) 9 6 43 3 3+ +  (c) x
x

x2 1
1-

+ +

0  (6)

2, عددًا حقيقيًّا 8- - ليس كل من   (7)

32 0.8-  (8)

(9) (a) xa b+  (b) 2 (c) x
y

y23#

(10) (a) 3 (b) 2 (c) ,1 4" ,

  (d) ,0 2" , (e) ,1 4" ,
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نْ 2-1 تمرَّ مجال الدالة 

المجموعة A تمارين مقالية 

(6) لا (5) لا  (4) لا  (3) نعم  (2) لا  (1) نعم 

(7) R  (8) ,3
7

3k:  (9) ,03-^ @

(10) , ,2
5

2
5

,3 3-a ak k (11) R  (12) ,3 3-^ h

(13) ,2 3h6  (14) ,4
3

3
5

3- -k: & 0 (15) ,1 1R - -" , (16) ,2
3

3k:

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (b) (3) (a) (4) (b)

(5) (a) (6) (b) (7) (d) (8) (a)

(9) (d) (10) (d) (11) (b)

نْ 2-2 تمرَّ الدوال التربيعية ونمذجتها 

المجموعة A تمارين مقالية 

(5) خطية (4) خطية  (3) تربيعية  (2) تربيعية  (1) خطية 

(9) 3 أزواج (8) خطية  (7) خطية  (6) تربيعية 

(10) y x x2 5 32
= - -  (11) y x x22

= +  (12) y x3 202
= - +

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (b) (3) (b) (4) (a) (5) (b)

(6) (a) (7) (d) (8) (c) (9) (b) (10) (d)
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نْ 2-3 تمرَّ الدوال التربيعية والقطوع المكافئة 

المجموعة A تمارين مقالية 

y ، إلى أسفل x3
16

2
=

-  (2) y ، إلى أعلى  x9
2 2

=  (1)

y ، إلى أعلى x4
5 2

=  (4) y ، إلى أسفل  x18
1 2

=
-  (3)

(5) y x 42
= - +  (6) y 4

1 2
= x  (7) y x 2 2

= - -^ h

(8) y x 2 2
= - +^ h  (9) y x 1 22

= - - +^ h  (10) y x 3 26 2
= + -^ h

(11) y

x-1-2-3-4-5-6

1

1

2
3

4
5

(-3, 0)
(-4, 1)

(-5, 4)
(-1, 4)

(12) y

x4321-1

1
2

3

4
5

(0, 4) (4, 4)

(2, 0)

(13) y

x
-1

-1 1 2 3-2-3

-2

-3

-4

-5

(-1, 0)

(-3, -4)

(1, -4)

(14) y

x-1-1

-2

-2

1

2

1

(0, 3)

(1, 2)(-1, 2)

(15) y

x-1

1

2

3

4

5

-2-3-5-6 -4

(-2, 5)

(-4, 1)

(-6, 5)

(16)

4

1

1-1

2

3

3

5

6

2 4

(2, 4)

y

x
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(17)
y

x

1

1

2

2
-1

-1-2-3-4

-2

-3

-4

-5(-2, -4)

(-4, -4)

(18)
y

x2-3 0
-2

-4

-6

-8

-10

-12

(0, -6)(-2, -6)

.x 3= قد تختلف الإجابات. مثلاً: ارسم نقطة الرأس (4 ,3). ارسم محور التماثل:    (19)

ارسم النقطة (4 ,2)، ثم ارسم النقطة المناظرة (2 ,12).   

(20) y x2 2= - +
2^ h تتنوع الإجابات مثل: 

(21) y

x-4 -2 2

2

4

6

8

10

(22) y

x-4 -2

2

2
-2

-4

-6

-8

-10

-12

xy 2
5

=
2 xy 2

5
= -

2

(23) y

x

1

-1 1

2

2

3

4

5
(24) y

x

1

-1
-1
-2
-3
-4
-5
-6
-7
-8

-2 1 2 3 4 5 6 7 8

xy 2 5= - +
2

y
x
3

3
1

2

=
- -

+
^ h
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(25) y

x
-1

-1

-1

-2

-2

-3

-3

-4

-4

-5

-5

-6 1 2

y
x3 2
8 6

2

=
- +

+
^ h

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (b) (2) (b) (3) (b) (4) (a) (5) (a)

(6) (d) (7) (c) (8) (d) (9) (c) (10) (a)

(11) (b)

نْ 2-4 تمرَّ مقارنة بين صورة المعادلة التربيعية بدلالة إحداثيات رأس المنحنى والصورة العامة 

المجموعة A تمارين مقالية 

(1) y x 2 22
= - +^ h  (2) y x 1 42

= + +^ h  (3) y x4 8
7

16
492

= + -a k

(4) y x 0 352 2
= - - +^ h  (5) y x 0 08 2

= - - +^ h  (6) y x2 4
1

8
12

= + -a k

(7) y x 33 3
1 42

= - + +a k  (8) y x x6 52
= + +  (9) y x x2 8 132

= - +

(10) y x x14 392
= - + -  (11) y x x60 2725 2

= + +  (12) y x x9 24 102
= - + -

(13) y x x2 62
= - -  (14) y x x8 142

= - + -  (15) c 23=

(16) , ba 3 12= = -  
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المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (b) (3) (a) (4) (b) (5) (b)

(6) (c) (7) (b) (8) (b) (9) (c) (10) (b)

(11) (b) (12) (b) (13) (b) (14) (d) (15) (a)

نْ 2-5 تمرَّ المعكوسات ودوال الجذر التربيعي 

المجموعة A تمارين مقالية 

(1) y

x

y
x2

=4

2

0

-2

-4

-4 -2 2 4

x
y

2
1

=

(2) y

x

y
x3

1
=

-

4
3
2
1
0

-2
-3

-4 -1
-1

-2-3 2 3 4 51

y
x 3

1
=

+

y x2= xy 13= -

(3) y

x

4

2

0

-2

-4

-4 -2 2 4

y
x5

3

=

+

y
x 5

3
=

-

y x
5

3
=

-



202

(4) y x2!=  (5) y x 1!= +  (6) y y 1 2!= - +

(7) y x3 5= -  (8) y x
6

2
=

-  (9) y x 3!= +  (10) y y 52!= - -

(11) y

1

1

3 5 6

-2

-1
x

(12) y

x2 4

2

-1

;x y1 0$ # ;x y0 2$ #

(13) y

x

3

3 4 5 6 87

2

2

1

1

(14) y

2-2-4-6 4 6 8
-2

-4

-6

x

;x y4 2$ $ ;x y3 2$ #- -

(15) y

x

6

4

4

2

-2

-2-4 2

(16)

x

y
4

42

2

y x 2 2
= -^ h

y x 2!= +

y x4 4= +

y x4
1

1= -

(17) (a) .y 0 8= x  (b) .y 1 25= x

(c) إيجاد السعر الأصلي إذا ما أعطي ثمن البيع. 
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المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (a) (3) (a) (4) (a) (5) (b)

(6) (d) (7) (b) (8) (c) (9) (b) (10) (d)

نْ 2-6 تمرَّ حل المتباينات 

المجموعة A تمارين مقالية 

(1) (a) ,x 2
5

3! -a k (b) , ,x 21
5

,3 3! - -^ k:@  (c) , ,x 1
13 ,3 3! - -a ^k h

 (d) ,x 3 3! -^ h (e) , ,x 1 1
3 3,3 3! -a ak k (f) ,x 3 7! -^ h

.x 22  ،x 2 02-  ،0 1 عرض المستطيل   (a)  (2)

y x x2 42
= -  (b)  

. cm8 ، والعرض  cm16 = x، الطول  8=  (c)  

(3) , ( , )2 1 2,3- -^ h  (4) ,1 1-6 @ (5) ( , ), 34 ,3 3- -^ h

(6) [ , ), 1 31 ,3- -^ h  (7) , ), ( 15 2,3- - -^ h  (8) ( , ), 11 ,3 3- -^ h

*(9) ,, 2
1

101 ,- ah6 D

عمر أحمد 10 سنوات وعمر جده 80 سنة.  (10)
(11) (a) y

21

1

2

-1-2 -1-3

-3

-2

x

y 1= -

(b) y

21

1

2

3

-1
-1-2 x

y 1= -

, xx 0 2= = -

,( ) ,f x y x 02` , 332 ! - -^ ^h h

( ) ,f x y x 2 0`1 ! -^ h

( )f x y= لا حل لها  
( ) ,f x y x` 3 32 ! -^ h

( )f x y1 لا حل لها  
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 (c) y

x432

3

1

2

1

-1

-2

-1

y 1= -

( ) ,f x x xy 4 0`= = =

( ) ,f x y x 0 4`2 ! ^ h

( ) , ,f x y x 0 4` ,3 31 ! -^ ^h h

(12) (a)
y

4

1

3

2

1

-1 x

y

1 2 3

3

2

-2

1

-1
-1

-2 x

( ) ( , )f x y x` 33$ ! -

( )f x y2 لا حل لها  
( )f x y2

, ,x 2
1 17

2
1 17

` ,3 3! -
- +

c m;E

( ) ,f x y x 2
1 17

2
1 17

`1 !
- +

c m

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (b) (2) (b) (3) (a) (4) (a) (5) (b)

(6) (b) (7) (b) (8) (c) (9) (b) (10) (c)

(11) (b) (12) (c) (13) (d)
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اختبار الوحدة الثانية

(1) , , ,3
2

3
2

2
3

2
3

, ,3 3- -a ak k:D  (2) , 23- -^ h (3) x x4 32
- +

(4)
f(x)

x

y

1

2

1

-1-2-3

-2
-1

-3

2 3

(5)

x

y

1

1

-1
-1
-2
-3
-4

-2-3-4

2
3
4
5
6
7

2

y x2 32
= - تربيعية ،   y x x4 12

= + + تربيعية ،  

(6) 

x

y

1

1

2

3

2 3-1-2

 (7) 

1

1
2
3
4
5
6

2 3 4

y

x

 y x3
1 2

=  y x6 1 52
= - +^ h

(8)

x

y

-2 -1

-3

-5

-7

2

(0, -7)

(9)

x

y

-2

7

4

2

2

(-1, 5)

( , )0 7- الرأس  ( , )1 5-  
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(10)

x

y

-1

2

1 2 3 4 5
-2

(11)

x

y

-4

-4 4

(0, -8)

,2
5

4
13a k ( , )0 8-  

(12) y x4
1

4
1

= -  (13) y x 92
3

= +

(14) y x 10!= +  (15) y x 3 2!= + -

y x= تتنوّع الإجابات: إجابة ممكنة:   (16)

(17)

x

y

2-1
-2
-3

-4

4 6

1

(3, -4)

(18)

x

y

5

3

1

1 3 5

(4, 6)

, ( , )y x 3 4 3 42
= - - -^ h  , ( , )y x 4 6 4 62

= - +^ h  

(19)

x

y

4

3

2

2

1

1-1

(20)
x

y

-2

2 4

-4

(4, -1)

,,y x 3 3
4 8

1
4 8

12

= - -
-a ak k ,,y x 4 12

1
4 12

= - - - -^ ^h h

. m600 2 x، وقيمتها  20= x لها قيمة عظمى عند  x1
2 3120 -^ h :المساحة  (21)

(22) (a) ,x 3 5! 6 @ (b) R  (c) , ,x 2
3

2,3 3! -a ^ hD
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(23) (a)

x

y

1

1 2 3 4 5 6-1-1

-2

-2

-3
-4
-5
-6
-7
-8
-9

-10

، ( , )x 1 5! - ) تعطي  )f x 82-  ،x 5= x أو  1= - ) تعطي  )f x 8= -  (b)  

. ( , ) ( , )x 1 5,3 3! - - ) تعطي  )f x 81-    

; x xx x 4 5 04 3 82 2
- + - = - - + + =  (c)  

( ) x xh x x x4 5 1 52
= - + + = + - +^ ^h h    

∞-∞x
++-x 1+

-++x 5- +

-+-( )h x

-1 5

  

نحصل على النتيجة السابقة نفسها.    

تمارين إثرائية

(1) ,0 3h6  (2) , , ,3 3 3 3, ,3 3- - -^ ^ ^h h h

, .a a0 10 3 0 030 2
= - + = -^ h  (a)  (3)

. .y 2 73 2 532= y. ومنه  0 03 7 10 32
= - - +^ h  ، m7 يقف الحارس على بعد   (b)  

لذا تتخطى الكرة حارس المرمى.    

. .y 0 03 16 10 3 1 922
= - - + =^ h  . m16 من ناحية ثانية المرمى على بعد     

، لذا سوف تدخل الكرة في المرمى وسيسجل اللاعب هدفًا. . .1 92 2 441 أي     
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. .k 7 48= إحداثيات نقطة الانطلاق (1 ,0)، وبالتعويض نجد:   (a)  (4)

. . m7 48 إحداثيات رأس القطع المكافئ (7.48 ,9)، فيكون الارتفاع الأقصى   (b)  

 ، . my 4 7- x. ومنه 14 9= m3 من الشبكة أي 14.9 عن اللاعب الثاني إذا  (c)  يقف اللاعب المنافس على بعد   

. لذا ستتخطى الكرة اللاعب المنافس. .4 7 3 31 وحيث إن 

، ومنه نحصل على . .x0 08 9 7 48 02
- - + =^ h y أي  0= (d)  عند سقوط الكرة على أرض الملعب يكون   

، لذا ستسقط الكرة داخل ملعب اللاعب المنافس. . .18 67 23 81 ، وحيث إن  .x 18 67=

(5) (a)

x

y

6
5

5

4

4

3

3

2

2

1
0

1-5-4

-4

-3

-3

-2

-2

-1
-1

y x2 42 = - +  ، y x2 41 = + +  ، 2y y x4 0- - =  ، 2x y y4- -  ، 2y x x4- -  (b)  

3, (7) لا حل لها (6)
4

2
3

-: D (8) ,3 3^ h

(9) , ,5 6 6, 3^ ^h h (10) , ,3 2
7

2
71

, 3ak k:

 (a) (11)
جدول (1)

x012345

y x2=0246810

22222الفرق
 

جدول (2)

x012345

y x2 2
=028183250

26101418الفرق
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y x2 2
=  (b)  

كل الفروق في الجدول الأول تساوي 2، وفي الثاني يزيد الفرق 4 من منزلة إلى أخرى.  (c)  

(d)  

x012345
y x 42

= - +430-5-12-21
9-7-5-3-1-الفرق

ًّا يتناقص الفرق 2- من منزلة إلى أخرى نمطي  

x012345
y x 4= - +43210-1

-1-1-1-1-1
الفرق هو نفسه  

(e)  قد تختلف الإجابات. مثلاً: إذا كان الفرق بين قيم y المناظرة لقيم x ثابتًا، فعندئذ، النموذج الخطي سيكون   

أفضل أما إذا كان الفرق تزايديًّا أو تناقصيًّا في نمط منتظم، فإن النموذج التربيعي ربما يكون هو الأفضل.

(12) .y x0 1 2
=
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نْ 3-1 تمرَّ دوال القوى ومعكوساتها 

المجموعة A تمارين مقالية 

المحور الصادي هو محور تماثل  `  الدالة زوجية.  (1)

نقطة الأصل هي نقطة تماثل  `  الدالة فردية.  (2)

ليس لها نقطة تماثل ولا محور تماثل  `  الدالة ليست فردية وليست زوجية.  (3)

الدالة ليست زوجية وليست فردية.  (4)

فردية.  (5)

ليست فردية وليست زوجية.  (6)

(9) ليست فردية وليست زوجية. (8) زوجية.  (7) زوجية. 

3y x4!=  (12)  2 ;y
x

x
4

= 0$` j  (11)  y x33
=  (10)

3 2y x4!= + -  (15)  y x 13
= +  (14)  y x3 3= ^ h  (13)

.g kg4 096 4 1.  (a) (16)

p M53=  (b)   

cm 74.1 تقريبًا.  (c)   

y x3
= - تتنوّع الإجابات: مثال:    (17)

(18) (a) ( )( )V R R R2 3 62 2 2 3π π= =2 2 2  (b) .121 3cm3

الجذر التربيعي لعدد سالب ليس عددًا حقيقيًّا، في حين أن الجذر التكعيبي لعدد سالب هو عدد حقيقي.  (19)

الرسم البياني مفتوح إلى أعلى، المحور الصادي محور التماثل، زوجية.  (a)  (20)

الرسم البياني مفتوح إلى أسفل، المحور الصادي محور التماثل، زوجية.  (b)   

الرسم البياني ممتد إلى الربعين الأول والثالث، فردية.  (c)   

الرسم البياني ممتد إلى الربعين الثاني والرابع، فردية.  (d)   

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (a) (3) (b) (4) (b) (5) (a)

(6) (b) (7) (a) (8) (c) (9) (d) (10) (b)

(11) (a) (12) (d)
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نْ 3-2 تمرَّ الدوال الحدودية 

المجموعة A تمارين مقالية 

x   (تربيعية، ثنائية الحدّ) 162
- +  (1)

x   (تربيعية، ثلاثية الحدود) x16 52
- -  (2)

x   (تكعيبية، رباعية الحدود) x x2 9 21 273 2
+ + +  (3)

x   (تكعيبية، ثلاثية الحدود) x x80 109 683 2
- -  (4)

x   (من الدرجة الخامسة، ثنائية الحد) x2
1

3
25

+  (5)

x   (تكعيبية، ثنائية الحدّ) x30 10 23
-  (6)

x   (من الدرجة الرابعة، ثلاثية الحدود) x2 124
+ +  (7)

c   (تكعيبية، ثلاثية الحدود) c8 26 123
- +  (8)

w   (من الدرجة الرابعة، خماسية الحدود) w w w4 6 4 14 23
- + - +  (9)

(10) (a) v R10 2π=

(b) R3
2 3π

(c) R R3
2

103 2π π+

(11) ,5 3^ h

(12) ,5 4^ h

(13) ,36^ h

(14) ,5 3^ h

(15) ,46^ h

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (b) (2) (b) (3) (a) (4) (b)

(5) (c) (6) (c) (7) (b) (8) (d)

(9) (c) (10) (b) (11) (a)
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نْ 3-3 تمرَّ العوامل الخطية لكثيرات الحدود 

المجموعة A تمارين مقالية 

y   (تكعيبية) x x x12 47 603 2
= + + +  (1)

y   (تكعيبية) x x x7 15 93 2
= - + -  (2)

y   (تكعيبية) x x3
= -  (3)

x ، 12 كتلة الوحدة. x2 ، 31 كتلة  2 كتلة x3 ، 15كتلة   (4)

x x12 273
-  (5)

, 21 -  (6)

-3 (مكرّر ثلاث مرات)  (7)

+2 (مكرّر مرتين)، 9-، صفر  (8)

(9)

x

y
3

2

2

1

1

-4

-3

-2

-2

-1
-1

,2 2-  

(10)

1

2

3

4

5

x

y

-1
-1

1 2 3

, ,1 2 3-  
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(11)

x

y
4

3

2

1

-3

-2

-2 -1
-1

,0 2- (مكرر مرتين) 

(12)

x

y

-1
-1-2 1

1

2

3

2

1- 1, ,(مكرر مرتين)  2

الجزء  قيمة  هو  الثابت  الحد  يكون  عندئذ  العامة،  الصورة  في  الحدود  كثيرة  اكتب  مثلاً:  الإجابات.  تختلف  (13)  قد 

المقطوع من محور الصادات.

(14) (a) A xx x2 43 2
= - + +

  (b) 6 8
7

( )( )y x x x1 2 2
= - + قد تختلف الإجابات. مثلاً:   (15)

x x x2 7 7 23 2
+ + +  ، x x x2 15 31 123 2

+ + +  (a)  (16)

x x8 24 102
+ +  (b)   

y x 12
= - قد تختلف الإجابات. مثلاً:    (17)

y x x x3 23 2
= - + قد تختلف الإجابات. مثلاً:   (18)

y x x x2 11 123 2
= + - - قد تختلف الإجابات. مثلاً:   (19)

y x x x x4 16 15 4 424 3
= - + + - قد تختلف الإجابات. مثلاً:   (20)
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المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (b) (2) (a) (3) (a) (4) (a) (5) (a)

(6) (d) (7) (b) (8) (a) (9) (d) (10) (c)

(11) (d) (12) (b) (13) (c)

نْ 3-4 تمرَّ قسمة كثيرات الحدود 

المجموعة A تمارين مقالية 

(1) x 8-  (2) ,x x4 3 52
+ + x (3) الباقي  x4 32

+ +

(4) x x3 7 22
- + نعم (6) كلا (5) 

(7) x x4 32
+ +  (8) ,x x2 9 19 402

- + - x (9) الباقي  x2 5 153
+ -

(10) x x2 52
+ +  (11) ,x x2 10 20 512

+ + ) (12) الباقي  )( )( )y x x x1 3 2= + + -

(13) ( )( )( )y x x x3 4 3= + - -

x :الارتفاع ،x 2- x، العمق:  3+ إجابة ممكنة. الطول:   (14)

(15) 18 (16) 0 (17) 10 (18) 0

( )f x ) عامل من عوامل  ),x a f a 0- =^ h  (a)  (19)

x لسيت لها عوامل خطية باستخدام  12
+ y ليست لها أصفار حقيقية فلذلك  x 12

= + (b)  من نظرية العامل، بما أن    

الأعداد الحقيقية.

) ليس عاملاً )x 1 `- ) يوجد باقي وهو 2-  )f 1 2 0` !=- x حيث  1- ) هو عامل وليس  )x f1 1 0`+ - =^ h  (c)   

(20) x x4 52
+ +  (21) x x x x 124 3

- + - +  (22) x x 123
- +

(23) x 1+  (24) x x 12
+ +  (25) x x x 13 2

+ + +

(26) x x x x 134 2
+ + + +  (27) x x 12 - +  (28) x x x x 14 3 2

- + - +

(29) x x x x x x 16 5 4 3 2- - -+ + +  (30) x x x x x x x x 18 7 6 5 4 3 2- - - -+ + + +
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المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (b) (2) (a) (3) (a) (4) (a)

(5) (b) (6) (b) (7) (d) (8) (a)

(9) (b) (10) (c) (11) (d)

نْ 3-5 تمرَّ حل معادلات كثيرات الحدود 

المجموعة A تمارين مقالية 

(1) 0, 8 (2) 0, 3, -1

(3)   ,0 2 2
1 ,   (4) (مكرر)  ,0 2

3
2
1

-

3, , (مكرر مرتين ) 0 (5) 2
1

- -9 , (مكرر ثلاث مرات) 0 (6) 

(7) , ,3 3 3 3 0- +  (8) , ,5 2 3 5 2 3 0+ -

(9) , ,0 4 2
3

-  (10) , ,1 1 2-

(11) , ,2 2 3- -  (12) ,1 2
3 5!-

(13) 1- 2 ,(مكرر مرتين)  , 2- (مكرر مرتين) 1 ,2- (14) 

3- ,2 ,1 (16) (مكرر مرتين) 2- ,3 (15)

تحقق من عمل الطلاب (18) (مكرر مرتين) 2- ,1 ,2 (17)

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (b) (2) (a) (3) (a) (4) (b)

(5) (b) (6) (a) (7) (d) (8) (c)

(9) (b) (10) (c) (11) (d)
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اختبار الوحدة الثالثة

(1) ,y x x2 04! H=  (2) y x 13= -

(3) ,y x x3 1 3! H+ - -=  (4)  ,y x x5 52 $= - -

(5) ( ) ,f x x x8 3 94 2
= - + + ثلاثية، من الدرجة الرابعة 

(6) ( ) ,f x x x8 82
= +  ثنائية، تربيعية 

(7) ( ) ,f x x x x2 2 123 2
= - -  ثلاثية، تكعيبية 

(8) y

-1
-1

-2

-2
-3
-4
-5
-6
-7
-8

1

1

2

2

3

3 x

(9) y

x-1
-1

-2

-3

-4

1

1

2

2

3

4

3

, ,2 0 3-

,5 3^ h

,1 2

,5 3^ h

(10) ,,3 1 4-  (11) ,2 2
5 21!

-
-  (12) ,,2 1 1-

(13) , .1 1 2.  (14) x x x2 83 2
- -  (15) x x3 23

- -

(16) x x4 122
+ -  (17) ,x x5 15 242

+ - x, (18) الباقي   x4 13 252
+ + الباقي  

(19) ,x x x4 8 43 2
- - + 81 (20) الباقي  

64-  (21) 0
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تمارين إثرائية

(1)  ,, m mg 2
1

0 1 2
1

11 2
1

4 2
1

4 0 7
3 2

= + + + - = = -a ^ a a ak h k k k

(2) (a)  ( ) ( )( )x x x1 3 2 1 02
- + - = 3, , (مكرر مرتين) 1} , 2

1
- 0

 (b) , ,x x x x1 2 3 2 3 1 2
32

- + - +
-

^ ^ ^h h h & 0

,a a6 0 6- + = = ( )a 6- + ) مرتين متتاليتين نحصل على الباقي  )x 1+ ) على  )f x (3)  باستخدام القسمة التركيبية وقسمة 

  
( ) ( )
( )( )( )

( , )
x x x
x x x

x
x x x

2 3 1
1 2 3

1
1

2 32 2 ! !
- + +

- - +
=

+

-
-

^ h
 (4)

( ) ( )( )( )g x x x x x1 2 4 72
= - - + -  (a)  (5)

, , . .,1 2 1 2 1 45-" ,  (b)  

  
a

b

a b

a b

2 1

5 3 4

1

3

+ =

+ =

=-

=
( (  (a)  (6)

( ) ( )( )f x x x x1 2= - -  (b)  

  ( ) ( )( ), , ( ) ( )( )g f x x xf x g x x5 2 1 1 5 2 1= + - = = + -  (7)

x 2= -  (a)  (8)

x x x2 2 42
+ - +^ ^h h  (b)  

x ax a b x abx b2 2 24 2 2 23
+ + + + +^ h  (a)  (9)

   ( ), , ( )a b f x x x3 1 3 12 2
= = - + -=  (b)  

. cmV 2 5 108 3
#.  (11)  

( )

y x x

y

2

17 4335

3 2
= -

=

 (10)

( )( ) , mV x x x x1 2 5= - - =  ، x = (12) لنفرض أن الطول 

. cm26 5 ، حوالى  ( )( )x x xV 120 100 90= + + +^ h  (13)

)، الأعداد هي:7 ,6 ,5 )( )( )n n n1 1 210- + =  (14)

x، الأبعاد هي: 7 ,5 ,2 x x3 5 70+ + =^ ^h h  (15)
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نْ 4-1 تمرَّ استكشاف النماذج الأسية 

المجموعة A تمارين مقالية 

ًّا، 35% (3) تضاؤلاً أسي ًّا، 30%  ا أسي (2) نموًّ ًّا، 63%  ا أسي (1) نموًّ

ًّا، 500% (5) نموًا أسي ًّا، 87.5%  (4) تضاؤلاً أسي

(6) (a) ,  ( . ) ( . )y y26 518 000 1 014 16 271000 1 003x x  
= =

   , 16110 000(1.02) 15 525 000(1.007)y yx x 
= =

 (b) 30 473 000, 16 766 000, 19 638 000, 16 647 000. نعم

x

y

-4 -3 -2 -1 2 3

4

3

2

1

1

(8)

 

x

y
300

250

200

150

100

50

-2 2 4 6

(7)

ا، العامل 2     تضاؤلاً، العامل 0.5نموًّ

(10) حوالى 1843 دينارًا. (9) تحقق من عمل الطلاّب. 

  ,  35(1.075)y50 x=  (12)   676 , 250(1.22)y x
=  (11)

 , 115(0.9875)y108 x
=  (14)   .  , 1750(0.89)y977 2 x=  (13)

(15) السيارة رقم (1).

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (b) (2) (a) (3) (b) (4) (a) (5) (d)

(6) (c) (7) (c) (8) (b) (9) (d) (10) (a)

(11) (b)
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نْ 4-2 تمرَّ الدوال الأسية وتمثيلها 

المجموعة A تمارين مقالية 

x

y

3

4

5

6

2

1

1-3 -2 -1

(2)

x

y
6

5

4

3

2

1

1-4 -3 -2 -1

-1

(1)

x1

y

-3

-3

-4

-4

-5

-5

-6

-6

-7-8 -2

-2

-1
-1

(4)

x

y

3

3

4

4

2

2

1

1-2 -1

(3)

5

3

4

2

2

1

1-1-2-3 x

y(6)

x

y

2

1

3

4

1-2-3-4-5-6 -1

(5)
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1

x

y

-2

-2

-4

-4

-5 -3

-3

-1
-1

(8)

x

y

3

3

4

5

6

7

54

2

2

1

1-2-3 -1

(7)

(9) 20.0855 (10) 2 017.1440 (11) 2.0609

(12) 0.0099 (13) 15.1543 (14) a 0=

(P) الكمية الأولية من المادة(t) السنوات(A) الكمية المتبقية من المادة

10 000

7 500

6 000

5 000

2 500

2 000

5

5

5

5

5

5

9 995

7 496.25

5 997

4 997.5

2 498.75

1 999

  (a)  (15)

.P من قيم A تقترب قيم  (b)  

%.0 00267  (b)  . %5 73  (a) (16)

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (a) (3) (a) (4) (a) (5) (a)

(6) (b) (7) (c) (8) (b) (9) (b) (10) (a)

(11) (d) (12) (b)
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نْ 4-3 تمرَّ الدوال اللوغاريتمية وتمثيلها بيانيًّا 

المجموعة A تمارين مقالية 

(1) log 16 24 =  (2) log 343 3=7  (3) ( )log 4 2
2
1

= -  (4) log
2

4
1

38 = -` j

(5) log 27
1

3
3
1

=` j  (6) .log 0 01 2=-  (7) log
3

6 6 26 =^ h  (8) log 125
1

35 = -` j

(9) 2 1287 =  (10) 4 643
=  (11) 10 1002

=  (12) 3 9
12

=
-

(13) .10 0 00014
=

-  (14) 3 243
15

=
-  (15) 2 (16) 3

(17) 1 (18) 5 (19) 1 (20) 2-

(21) ( , )1 3-  (22) ( , )0 3  (23) ( , ) ( , )2 2,3 3- -

(24) 1.9 (25) 7.94 10 4# -  
(26)

y

x-1 2

1

1 4 5 6 7 8 93

(27) y

x2

2

1

1

3 4 5-1
-1

-2

-3

-4

-5

x 02 المجال: 

 R المدى: 

x 12 المجال: 

R المدى: 

.y 1 مهما كانتx =  ، x1y
= ، إذاً  log ( )y x1= إذا كان   (28)

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (b) (3) (a) (4) (b) (5) (a)

(6) (c) (7) (d) (8) (a) (9) (c) (10) (a)

(11) (d) (12) (a) (13) (c) (14) (c) (15) (b)
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نْ 4-4 تمرَّ خواص اللوغاريتمات 

المجموعة A تمارين مقالية 

(1) log 14 (2) log x
y

4
 (3) log N

M 4

 (4) log(x y z)

(5) log c
ab
6a k (6) log(ab3) (7) log

a

xy
37  (8) log

r n
x

7

(9) log logy x-5 5  (10) 3log x + y5 (11) log log ( )x7 2 2 3+ -
3 3

(12) 2log a + 3log b - 4log c (13) log 3 + 4log M - 2log N
(14) log log x5 2

1
+4 4  (15) 3log 2 + 3log (x  + 1)

(16) ( )log log log yx2
1

2 + -  (17) 

log

log log

log

log

6 2

4 16

2 8

3 4

+

Z

[

\

]
]

]
]

، خاصية الضرب. log log log5 25 2# = +^ h قد تختلف الإجابات. مثلاً:   (18)

(19) -2 (20) -2 (21) 1 (22) 2 (23) 1 (24) 1.301 
(25) 1.204 (26) 0.097 (27) 2.097 (28) -1.556

(dB ديسيبل) مستوى شدة الصوت W/m2 الشدة  نوع الصوت

120

100

70

60

20

10

0

1

10 2-

10 5-

10 6-

10 10-

10 11-

10 12-

صوت عالٍ

صوت آلة ثقب

صوت شارع مزدحم

صوت محادثة

صوت همس

حفيف أوراق الأشجار

صوت بالكاد مسموع

 (29)

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (a) (3) (a) (4) (a) (5) (b)

(6) (a) (7) (c) (8) (b) (9) (a) (10) (b)

(11) (b) (12) (c) (13) (d) (14) (c) (15) (d)
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نْ 4-5 تمرَّ المعادلات الأسية واللوغاريتيمية 

المجموعة A تمارين مقالية 

(1) . ;0 953 9 9 662 0.953 1.906
.=

#

(2) . ;3 206 12 12 203.206 2 1.206
.=

-

(3) 3.465 ; 5 - 33.465 = 5 - 45 = -40

(4) 0.272 ; 251.544 = 144

(5) ;3 3 3 3 3 3 273 3 2
3

3
4 2

3
3

# #= =^ ^h h

(6) ; 2 8 33 2 8 3 2635 3
5

5
3

#+ = + =^ h

(7) ; ( ) )(17 17 1217 17 17 12 17 12 53 3
7
2

7
2

2
7

- = - = - =

(8) ; ( ) )(18 3 2 1818 18 3 2 18 3 36 333 3 4
3

3
4

4
3

- + = - + = - + =

(9) 2.807 (10) 3.183 (11) -0.8097

(12) 3.874 (13) 0.0792

.18 966 (a) (14)

.18 966 (b)   

(c) قد تختلف الإجابات. مثلاً: الأساس 10، حيث إنك لا تحتاج إلى استخدام قاعدة تغيير الأساس.   

(15) 60
1  (16) 3 108

#  (17) 3
7

(18) 4 (19) 4 (20) 4

56  (a) (21)

47 سنة  (b)   

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (a) (3) (a) (4) (b) (5) (b)

(6) (b) (7) (c) (8) (c) (9) (a) (10) (c)

(11) (c) (12) (a) (13) (d) (14) (c)
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نْ 4-6 تمرَّ اللوغاريتم الطبيعي 

المجموعة A تمارين مقالية 

(1) ln 125 (2) ln 4 (3) 81
1

ln  (4) ( )ln m n5 3:

(5) 0ln 1 =  (6) eln 7 (7) ln
b

a c
2  (8) ln

c

xy
4

3

(9) 20.92 (10) 24.13 (11) 7.79 km/s (12) 10.44.

(13) ln 2 (14) ln 30 -1 (15) 9 ^ ln 14 (16) 3 ln 2 - 2

(17) ln
3

2 6+  (18) 2 (19) e
3

6

 (20) e
4

1 36
+

(21) e1 3
!   (22) 1 + 2e4 (23) 2

e2
1

!=  (24) 33 ^ e3

(25) e
4

9 6

 (26) !e2.45 (27) 1 (28) e
5

3 6
+

  ولا يمكن التحويل إلى لوغاريتم واحد.
 

ln
ln

2
10 log تكتب  102 كلاّ، لأن   (29)

294 يومًا.  (30)

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (b) (3) (a) (4) (b) (5) (a)

(6) (c) (7) (a) (8) (c) (9) (b) (10) (a)

(11) (a) (12) (b) (13) (c) (14) (b)
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اختبار الوحدة الرابعة
(1) y

x21 3 4-1
-1

-2

-3

-4

(2) y

x

4

2

5

1

3

2

1

-1

(3) y

x21 3-1

-6

-5

-4

-3

-2

-1

(4) y

x

4
5
6
7

2
1

1

3

-5 -4 -3 -2 -1

راجع عمل الطلاب.  (5)

(6) ( )y 3
1

3 x
=  (7) ( )y 4 4 x

=  (8) ( )y 3 2 x
=

حوالى 800 1 مرة.  (9)

(10) y

x4 5 62

1

1 3
-1

-2

(a) y

x4 52

1

1 3-2 -1
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(b) y

x4 5 620 1 3
-1

-2

(c) y

x42
0

1 3-2
-1

-1

-2

-3

(11) log logr n2 +4 4  (12) log ( )x2 1+2  (13) log loga b- 77

(14) log log logx y3 3 2+ +  (15) 1 (16) 11

(17) -1 (18) 3

تتنوّع الإجابات.  (19)

(20) 350.467 (21) 4 (22) 250 (23) 0.01

(24) 5  (25) 9
10  (26) 4 (27) e1 1+ +

(28) e1 4
+  (29) e

4
1 8 17

+ +  (30) e e23

140 42 دينارًا.  (31)

حوالى 16.5 مليونًا.  (a)  (32)

3.9%  (b)   

حوالى عام 1997  (c)   

) (بالبليون) . ) ( . )y 5 63 1 02 x
=  (a)  (33)

يتضاعف.  (b)   

يتزايد بأقل من النصف.  (c)   



227

تمارين إثرائية

(1) e 4e 3 02x x
+ =-

 e 1 e 0( )( )3x x
- - =      ln,0 3" مجموعة الحل: ,

(2) lnx 3
4

= ` j,     ln 3
4

` j$ مجموعة الحل = .

x 22 شرط:   (3)

( )( ) ( )ln lnx x x3 1 1 2- - = -  

( )( ) ( )x x x3 1 1 2- - = -  

`0 لا يوجد حل للمعادلة. T 1  

، إذًا فهي صحيحة. ( ) , ( )ln ln ln ln ln lna b a b a b  ln lnb a
# #==  (4)

e
e e

e e
e

1 3
4

1 3 1
4

3
4

3
4

x

x x

x x

x

2

2 2

2 2

2

+
=

+
=

+
=

+
-  (5)

e 2 3e2x x
+ =  ،e e

2
3x

x+ =  ،e 2e 3x x
+ =

-  (6)

(ex معادلة من الدرجة الثانية في)  e 3e 2 02x x
- + =  

e 2x
= e أو  1x

=  

, ln0 2" x، إذًا مجموعة الحل: , ln 2= x أو  0=  

2(  ) 5  3 0ln x ln x2 - - = نحل المعادلة:   (7)

 2
1

ln x = - e أو  3x
=  

,e e2
1 3-

" ، إذًا مجموعة الحل: , ex 2
1

=
- ex أو  3

=  

15%  (8)

log log log log logN
M

b
b

b M Nlog

log
log log

N

M
M N

= = = -
-

b

b
b b

b b b b b
c m  (9)

log log log logM b b Mxlog logx M x x M
= = =b b

b b b b
^ h  

(10) (a) log
log

x =
a

b  (b) logx b= a  (c) log log
log

b a
b

=a

(11) 1.207 mm

1995  (a)  (12)

1.3 سنة  (b)   

. .lnx f1 825 0 4928= -  (c)   

.x 4 2=  ،x f بـ 13، وأوجد قيمة  إجابة ممكنة: في (a) عوض عن   (d)   

.x 1 3=  ،x f بـ 2.62، وأوجد قيمة  في (b) عوض عن    
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نْ 5-1 تمرَّ المتجه في المستوى 

المجموعة A تمارين مقالية 

(1) (a) ,AB 5 51 2 1 2-=

   ,BC 1 61 1 22=

   ,CA 6 12 11 2- -=

 (b) ,E 6 2^ h

(2) ,EF 5 31 22 1 -=

 ,GF 2 11 22 1-=

 ,EG 7 42 11 2-=

, .u 13 33 41 24 2ºθ= = l m

, .v 2 5 116 33 54 18ºθ= = l m

, .w 13 213 41 24 42ºθ= = l m

, .t 13 303 41 24 24ºθ= = l m

(b)

B C D

E
A

(3) (a)

(4) x 5
4

!=

(5) , , ,AB CD AB CD2 3 2 3< `1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 - - == =

(6) ,x y2 1= = -

(7) , , ,AB CD CD AB7 4 7 4 `1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2-= - = - =

(8) AB AC31 2 1 2=

A , B ,C `  على استقامة واحدة 

B C D

E
A

(9) 

(10) (a) ,D 0 2
13

` j (b) ,E 9 5^ h (c) DE BC2
3 1 21 2=

-
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المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (b) (2) (b) (3) (a) (4) (a)

(5) (c) (6) (d) (7) (c) (8) (a)

نْ 5-2 تمرَّ جمع المتجهات وطرحها 

المجموعة A تمارين مقالية 

A

M

CF

N

B

E

(1) (a) - (b)

(c) MN MA AN MA AE AF1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2= + = + +

 MF AE AE AB22 2 21 1 1 2 1= + = =

P = A

Q = M
CB

(2)
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A E D

P

F C

B

(3) (a)

(b) PC CD BA CE ED BE EA2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1= + = + + +

  CE BE O CE BE2 1 1 2 1 21 2= + + = +

(c) AB DC AE EF FB DE EF FC1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2+ = + + + + +

 EF EF EF22 1 21 1 2= + =

(4) (a) BC2 1 2  (b) CD3 1 2

(5) (a)

حوالى 5 ساعات.  (b)  
(6) (a) 

km/h35 12 372 2
+ = متوسط السرعة:   (b)  
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(7)

O

C

A

x

y

-3

-3

-2

3-2

2

1

-1
-1

1
0

0 2

B

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (b) (2) (a) (3) (a) (4) (b) (5) (a)

(6) (c) (7) (c) (8) (c) (9) (a) (10) (b)

(11) (c) (12) (a) (13) (c)

نْ 5-3 تمرَّ الضرب الداخلي 

المجموعة A تمارين مقالية 

(1) (a) 6 (b) 15

(2) (a) 8-  (b) 0 (c) 1 (d) 48 (e) 96

(3) (a) 217 (b) 188-

(4) (a) x 6=  (b) x 3!=

(5) 120º

(6) (a) , ,AC BCAB 2 2 4 2 2 10= = =

 (b) ACAB 0=:  , A `  المثلث قائم الزاوية 

(7) 3 3  (8) 5-  (9) 4 3-  (10) 0

(11) 4 3-  (12) 4 (13) 16 (14) 16
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المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (b) (2) (b) (3) (a) (4) (a) (5) (b)

(6) (a) (7) (a) (8) (b) (9) (b) (10) (a)

(11) (b) (12) (d) (13) (a) (14) (c)

اختبار الوحدة الخامسة

(1) (a) ,3 21 2-  (b) ,M 1 7-^ h

(2) u 2 2=

 º315θ =

(3) y 3
1

!=

(4) (a) AN AD DC AB AC AB1 2 1 2 2 1 2 1 1 21 2= + + = +

 (b) ,AN AC AB AN AC AB2 1 2 1 2 1 2 21 2 1 1-= + =

   CN AB1 21 2=

ABNC متوازي الأضلاع.    ∴

(5) (a) AM NM NA2 1 1 21 2= -

 (b) AM AB NM NA AB NM AB NA AB: : : := - = -^ h

  AN AB AB AB AB2
1

2
1 2

: := = =

(6) ,m AB AC 30º=^ h

(7) (a) لا يوجد (b) x 2=

(8) (a) 0 (b) 5 (c) 20 (d) 0

(9) ,D 0 2
3

-a k

(10) (a) b aCB AC AB2 21 1 1 2-= + = - +

   a b CB 4- = =
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(b) A

C

D

BN

معين.  (c)

(d) a b AM2+ =

 a b2 4 3= + =

(11) (a) ON OD DN BO OC BC2 1 2 1 2 1 2 1 2 11 2= + = + =

  (b) ON OC OD BC2 2 21 2 1 1 1= + =

  (c) OM BC ON2
1

2
11 2 1 21 2- -= =

OMN على استقامة واحدة.    ∴

(12) ( ) ( )
cos

40 20

4 2 6 2
2
2

#

#
θ -=

- + -
=

  °135θ =

(13) , , ,AB BC3 1 2 61 2 2 2 21 1 1= = -

  ( )AB BC 3 2 01 6: # #+= - =

BC1 متعامدان. AB1 و2 2   `

.B ABC قائم الزاوية في  `  المثلث 

(14) (a) ,B 311 2= --    ,   ,C 551 2= -    `   B C!

  (b) ( )( ) ( )( )A B 4 1 2 3 4 6 10: -= - + - - = + =

   ( )( ) ( )( )CA 4 5 2 5 20 10 10: = - - + - = - =

 (c) CA B A: :=

(15) (c)
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تمارين إثرائية

(1) (a) ( ) ( )mAB AC 2 2 3 2 0: = - + - =

   m2 2 0- - =

   m 1= -

 (b) , , ,AB AC2 3 3 21 2 1 2 1 2 1 2= = -

   AB AC 13= =

.  A ABC  مثلث متطابق الضلعين في   `

(2) ) (C PRQ CD DR RQ PQ QR: := + + +^ h

 CD PQ CD QR DR PQ DR QR RQ PQ RQ QR: : : : : := + + + + +

 PQ DR QR CD QR RQ: : := + +

 ( )( )x x x x5 5 2
= - - + -

 0=

PR, متعامدان. CQ1 21 2   `

(3) ( ) ( )MA MB MI IA MI IB: := + +

 MI MI IB IA MI IA IB: : := + + +
2

 ( )MI aMI IB IA 2
= + + -

2

 MI a2 2
= -

(4) wA B- - = -

 wA B2- = -

 wA 2
1

=

 wB 3
2

=

A, لهما الاتجاه نفسه. B `

, فنحصل على: ,A ADAB^ h فليكن  (5)

 , , . ,DEAC 5 2 2 5 21 1 2 1 22 1 2 == -

 . .DEAC 12 5 4 8 5: = - =

 , .DEAC 29 10 25= =

 
.

.cos
29 10 25

8 5θ =

 .°60 27 40 38.θ l m
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نْ 6-1 تمرَّ المجتمع الإحصائي والمعاينة 

المجموعة A تمارين مقالية 

جمع البيانات - عرض البيانات - وصف البيانات وتحليلها - تفسير النتائج واتخاذ قرارات.  (1)

المشاهدة والملاحظة - البريد العادي والإلكتروني - المقابلة الشخصية - الأبحاث التاريخية والأرشيف - مواقع   (2)
التواصل الاجتماعي - الاستبانة - الهاتف المنزلي أو الجوال - الوثائق والسجلات - قواعد البيانات.

(4) كيفية إسمية (3) كمية متقطعة 

(b) كيفية إسمية (a) كمية مستمرة   (5)

(d) كيفية إسمية (c) كمية مستمرة   

المجتمع المنتهي هو المجتمع الذي عدد وحداته محدود.  (6)

المجتمع غير المنتهي هو المجتمع الذي عدد وحداته غير محدود.  

علم الإحصاء هو علم أساسي في مجال الرياضيات التطبيقية يهتم بتفسير كمية من البيانات.  (a)  (7)

المجتمع الإحصائي هو مجموعة كل المفردات قيد الدراسة.  (b)  

الحصر الشامل هو عملية جمع بيانات جميع مفردات المجتمع الإحصائي محل الدراسة.  (c)  

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (b) (2) (a) (3) (b) (4) (b) (5) (b)

(6) (a) (7) (c) (8) (b) (9) (c) (10) (c)

نْ 6-2 تمرَّ العينات 

المجموعة A تمارين مقالية 

(1) 0.08 (2) 500

في العينة العشوائية الطبقية مجموعات لا تتقاطع مع بعضها أما في العينة العشوائية البسيطة المفردات متجانسة.  (3)
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(c) نعم  .
240
60 0 25=  (b) (a) عينة عشوائية طبقية   (4)

العمال: 80  ,  4  ,  187  ,  191  ,  8  (d)  

أصحاب العمل: 201  ,  202  ,  217  ,  209  ,  225     

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (b) (3) (b) (4) (a) (5) (b)

(6) (b) (7) (a) (8) (b) (9) (c) (10) (b)

نْ 6-3 تمرَّ أساليب عرض البيانات 

المجموعة A تمارين مقالية 

الفئةيحاور ويناقشيستمع فقطيتخذ قرارًاغير مشاركالمجموع

التكرار226475

22
22

22
6

22
4

22
7

22
التكرار النسبي5

100%%22 100
6

#

. %27 27=

%22 100
4

#

%.18 18=

%22 100
7

#

%.31 8=

%22
5

100#

%.22 72=

النسبة المئوية 

للتكرار

 (a)  (1)

.22
5

360 81 82# bc c :يحاور ويناقش   

غير مشارك

يحاور ويناقش

يستمع فقط

يتخذ قرارًا

 (b)  

.22
7

360 114 55# bc c    :يستمع فقط  

.22
4

360 6 455# bc c     :يتخذ قرارًا  

.22
6

360 98 18# bc c    :غير مشارك  
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الفئة-4-5-6-7-8-9المجموع

التكرار1006714253117

مركز الفئة9.58.57.56.55.54.5

 (a)  (2)

(b)

0
1 2 3 4

4

8

12

16

20

24

28

32

5 6 7 8 9 10 11

y

x

(c)

0
1 2 3 4

4

8

12

16

20

24

28

32

5 6 7 8 9 10 11

y

x

البعد-0-4-8-12-16-20-24المجموع

التكرار102481220212512
مركز الفئة262218141062

 (a)  (3)

(b)

0

16

16

20

20

24

24

28

28 30

4

4

y

x

8

8

12

12

(c)

0

16

16

20

20

24

24

28

28 30

4

4

y

x

8

8

12

12

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (b) (2) (b) (3) (b) (4) (b) (5) (b)

(6) (d) (7) (c) (8) (c) (9) (b) (10) (a)
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نْ 6-4 تمرَّ الانحراف المعياري 

المجموعة A تمارين مقالية 

، لأن البيانات متساوية والمتوسط الحسابي يساوي كلّ من البيانات. إذًا لا يوجد تشتت للبيانات عن المتوسط  0σ =  (1)
الحسابي.

(2) (a) .x 27 625=

 (b) .v 198 11= التباين: 

   .14 075σ =

(3) (a) .x 200
34080

170 4= =

 (b) .v 200
494

2 47= =

   .1 57σ =

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (a) (2) (b) (3) (b) (4) (a) (5) (c)

(6) (b) (7) (a) (8) (b) (9) (b)

نْ 6-5 تمرَّ القاعدة التجريبية 

المجموعة A تمارين مقالية 

هو توزيع البيانات بشكل متماثل حول المتوسط الحسابي والمنحنى التكراري الذي يمثل هذه البيانات.  (1)

* يكون على شكل ناقوس (جرس) متماثل حول المتوسط الحسابي.  (2)

* تتساوى فيه قيم المتوسط الحسابي والوسيط والمنوال.  

* ينحدر طرفاه تدريجيًّا ويمتدان إلى ما لا نهاية ولا يلتقيان مع المحور الأفقي أبدًا.  

شكل الناقوس أو الجرس.  (3)
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95%
68%

2.5%2.5% 13.5%13.5%

34%34%

99.7%

x 3σ+x 3σ- x σ+x σ- x

 (4)

,x 1250 225σ= =  (5)

,x xσ σ- +6 حوالى %68 من الأرباح تقع على الفترة @  (a)  

[1025 , 1475] = [1250 - 225 , 1250 + 225]     

,x x2 2σ σ- +6 حوالى %95 من الأرباح تقع على الفترة @     

[800 , 1700] = [1250 - 450 , 1250 + 450]     

,x x3 3σ σ- +6 حوالى %99.7 من الأرباح تقع على الفترة @     

[575 , 1925] = [1250 - 675 , 1250 + 675]     

(b)  نلاحظ أن المبلغ 2000 يقع خارج الفترة الأخيرة [1925 , 575] التي تناظر %99.7 من الأرباح. لذلك من غير   
المتوقع أن تصل أرباح الشركة إلى 000 2 دينار.

,x 1400 200σ= =  (a)  (6)

,x xσ σ- +6 حوالى %68 من الأسلاك المعدنية المصنعة تقع على الفترة @     

[1400 - 200 , 1400 + 200] = [1200 , 1600]     

,x x2 2σ σ- +6 حوالى %95 من الأسلاك المعدنية المصنعة تقع على الفترة @     

[1400 - 400 , 1400 + 400] = [1000 , 1800]     

,x x3 3σ σ- +6 حوالى %99.7 من الأسلاك المعدنية المصنعة تقع على الفترة @     

[1400 - 600 , 1400 + 600] = [800 , 2000]     

نستنتج أن النسبة المئوية هي: 97.5% = 2.5% + 13.5% + 34% + 34% + 13.5%  (b)  

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (b) (2) (b) (3) (b) (4) (a) (5) (a)

(6) (a) (7) (a) (8) (d)
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نْ 6-6 تمرَّ القيمة المعيارية 

المجموعة A تمارين مقالية 

انحراف، المتوسط الحسابي، الانحراف المعياري.  (1)

4
15 14-

= القيمة المعيارية   (2)

.0 25 = القيمة المعيارية   

x 6= المتوسط الحسابي:   (a)  (3)

.0 9.σ الانحراف المعياري:      

 (b) . . , , . .0 9
1

1 11 0 0 9
1

1 11. .
-

-
+

(4) z
5

75 70 1= - =1

 .z 8
80 76 0 5=

-
=2

z 0=1 x، القيمة المعيارية:   15=1  (a)  (5)

. .z 2 23
15 12

1 345.=
-

2  ، .2 23.σ2  ، x 12=2     

في مادة الكيمياء.  (b)  

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (b) (2) (b) (3) (a) (4) (a) (5) (b)

(6) (c) (7) (d) (8) (b)
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اختبار الوحدة السادسة

كلا، لأننا لا نستطيع سحب كمية الموجودة في جسم هذا الشخص.  (a)  (1)

نعم، نستطيع إيجاد أوزان كل طلاب الصف وحساب المتوسط الحسابي.  (b)  

875  (a)  (2)

375 : A الفئة  (b)  

375 : B الفئة     

512  : C الفئة     

1250  (3)

 (a)  (4)

المهنةمعلمضابطمهندسطبيبمحامرجل أعمالالمجموع

التكرار25257632

25
25

25
2

25
5

25
7

25
6

25
3

25
التكرار النسبي2

100%%2 1005
2

#

%8=

%2 1005
5

#

%20=

%2 1005
7

#

%28=

%10025
6

#

%24=

%10025
3

#

%12=

%10025
2

#

%8=

النسبة المئوية 

للتكرار (التكرار 

المئوي)

معلم
8%

رجل أعمال
8%

محام
20%

طبيب
28%

مهندس
24%

ضابط
12%

 (b)  
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(5) x 6=

 v 4=

 2σ =

175σ =  ، x 850=  (a)  (6)

,x xσ σ- +6 حوالى %68 من الأرباح تقع على الفترة @     

 [850 - 175 , 850 + 175] = [675 , 1025]     

,x x2 2σ σ- +6 حوالى %95 من الأرباح تقع على الفترة @     

 [850 - 350 , 850 + 350] = [500 , 1200]     

,x x3 3σ σ- +6 حوالى %99.7 من الأرباح تقع على الفترة @     

 [850 - 525 , 850 + 525] = [325 , 1375]     

(b)  نلاحظ أن المبلغ 300 دينار لا يقع ضمن الفترة [1375 , 325] التي تناظر %99.7 لذلك لن تنخفض الأرباح   
إلى 300.

(c)  نلاحظ أن المبلغ 400 1 يقع خارج الفترة [1375 , 325] التي تناظر %99.7 لذلك من غير المتوقع الوصول   
إلى ربح 400 1 دينار.

.
.z

2 5
15 13 0 8=

-
=

M
القيمة المعيارية في الرياضيات:   (7)

.
. .z

2 4
13 11 5 0 625= - =p القيمة المعيارية في الفيزياء:   

لذلك الدرجة 15 في الرياضيات أفضل من 13 في الفيزياء.  

الفئة-64-68-72-76-80المجموع

التكرار2536754

مركز الفئة8278747066

 (a)  (8)

0

1

2

3

4

5

6

7

y

x62 64 66 68 70 72 74 76 78 82 84 8680

 (b)  
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تمارين إثرائية

لا، لأنّ عدد الحشرات في الكويت لا يمكن تعداده.  (a)  (1)

نعم، لأنّ عدد العاملين في أحد المصارف يمكن معرفته.  (b)  

موظفين في إحدى الشركات - الموظف - وزن الفرد.  (a)  (2)

الأبنية في دولة الكويت - المبنى - ارتفاع المبنى.  (b)  

يبدأ الطالب من جدول الأعداد العشوائية انطلاقًا من الصف الأول والعمود الأول فيجد الأعداد التالية:   (3)

.227 ،027 ،315 ،085 ،209 ،412 ،543 ،590 ،468 ،462 ،062 ،201 ،592 ،010 ،281  

وبذلك يصبح لدينا الموظفين الذين أرقامهم واردة أعلاه.  

.420
21

0 05= كسر المعاينة:   (4)

.80 0 05 4# = حجم عينة المهندسين:   

.120 0 05 6# = حجم عينة اختصاصي المختبر:   

.220 0 05 11# = حجم عينة العمال:   

باستخدام جدول الأعداد العشوائية نجد:  

المهندسون حاملي الأرقام: 201، 209، 227، 212  

اختصاصيو المختبر حاملي الأرقام: 412، 315، 360، 359، 414، 415  

العمال حاملي الأرقام: 672، 660، 590، 630، 543، 665، 712، 620، 651، 531، 645  

العدد في الصف الثالث والعمود الثالث أصغر من 9 هو 7 والعينة المنتظمة مكونة من الطلاب :   (5)

142 ،133 ،124 ،115 ،106 ،97 ،88 ،79 ،70 ،61 ،52 ،43 ،34 ،25 ،16 ،7  

360
40

9
1

= (6)  نجد كسر المعاينة: 

نوجد حجم كل عينة بسيطة:  

9 180 20
1
# = حجم ذكور/دوام كامل:   

9 36 4
1
# = حجم ذكور/دوام جزئي:   

18 29
1
# = حجم إناث/دوام كامل:   

9 126 14
1
# = حجم إناث/دوام جزئي:   

من ثمّ نستخدم جدول الأعداد العشوائية لسحب عينة من كل فئة.  

نأخذ الصف الأول والعمود الأول   

ذكور/ دوام كامل حاملي الأرقام: 010، 062، 085، 027، 068، 056، 135، 096، 085، 154، 121، 132، ...  

ذكور/ دوام جزئي حاملي الأرقام: 201، 209، 212، 181  

إناث/ دوام كامل حاملي الأرقام: 227، 234  

  إناث/ دوام جزئي حاملي الأرقام: 281، 315، 360، 359، 280، 274، 303، 276، 340، ...
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